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Abstract
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{ ���2!1F�� �X4�/�.&�"!1/,95���7/��`�G05.�$&��!1/��2!R�J$&F�� 4��L$&%R%�����/,��4,����+]%1$&��#,$&F��2+`8���+&82c !1��4�8`%����J05�Z!182/�!M��.�F��
�����2$
�2/�!��"$&�h/,�2C`���2C�F�4��L��4�$&�2$
05��4L+�� $&QH!18�:fKL8��G9��X��05.
�"�J��4,/,959G�"!1��� /�!1F�� �L$&�\�2�,�2!1F�� �X4�/�.��"!1/,95���
/�*2F&�2C�/,�2!1P�!182��$&� �;!1�"4�/,9&��!1F�C&�"�,��$&���2�,�2!1F�� �H4�/�.��"!1/,9�4�$&�2!1� /�4�!1���2+582/,�2��$&��9G#5�����,�5/�� ��4��,�2!S���24�� ��/��������
���2!1��� ����!�:&')82�����R!182��$&� �;!1�"4�/,9)0�$&C&�,9���$&���2�,�2!1F�� �R4�/�.&�"!1/�9)% ����/,�24,����+�82/,����P)��$7%1/�� P)4;$&�24��,�2!1� /;!1��C�$&�
!182�5*���9�/�!1��� /,9S� �,9�/�!��"$&�2��8���.�*���!1Q������M/R#,$&F��2+�%����J0a/,�2C�/R�2�,�2!1F�� �N4�/�.��"!1/,9S4�$
0�.�/,��#
:&_�F�� .��J�"������+&9G#2P
!182�R4�$&0�.���!��"!1�����R��������� $&��05�,�2!E����Q�8���4,8�!182�R�2��Q %���� 0 $&.���� /�!1���582/��5*����,���2��+&9��,4�!1��CS:
'U$Z*2� �"C�+&�
!18��"�H+�/�.�PS!182�N.�� �������2!�.�/�.����f�����2����!��"+�/�!1����!182�R���2!1��� /�4�!1�"$&�M*2��!1Q����,�M�2�,�2!1F�� �N4�/�.&�"!1/,9U%�����/,�24,����+�/,�2C
.�� $&C�F�4;!
0�/�� T���!�4�$&0�.���!��"!1�"$&��:�67$&� �H.�� ��4��"���,9G#,P&Q��H��!1F�C&#�82$&Q\!182�H0�/�� T���!S��!1� F�4;!1F2� �H$&%S/��N����C�F���!1�J#
/��2C5!182�H��!1� /;!1��+���4H*2�,82/,���"$&�U$&%�4�$
0�.���!��"!1$�� ��Q���9G9
/,%�%���4�!S!182��%�����/,�24,��/,9
4�$&�2!1� /�4�!1�"�2+R*2��!1Q����,�5/�#,$&F��2+
% �"�J0]/,�2C5/H�2�,�2!1F�� �H4�/�.&�"!1/,9�4�$&0�.�/,��#�:

O %E/M#,$&F��2+7%����J0 ��F�4�4,������%�F&9G9G#������2$
�2/�!1����/,�2C7���2!1� $&C�F�4������"!1���2��Q .�� $&C�F�4;!f�"�2!1$Z/M0�/�� T���!1P)�"!fQ���9�9
!1#,.&��4�/,9G9G#N%�/�4,��4�$&0�.���!��"!��"$&�NQ��"!18N��������!����2+M%����J05�,:2O �24�F&05*��,�2!U%����J05�f$&%U!182/�!)���2C�F���!1�J#NQ���9G9S4���� !1/,����9G#
� ��/�4�!5!G$h!182�L05/�� T���!N���2!1� #X$&%R!182�X�2��Q %����J0�VH�,�"!182����*�#\��$
%1!�9�#h/,4�4�$
050�$&C�/�!1���2+`�,�2!1�J#,P5$���*�#
��!1� /;!1��+��"4,/,9�9G#L�,�2+�/�+&����+h���L4�$
0�.���!��"!��"$&�L/��2CX.�� ��C�/�!��"$&��:)3��2.���4�!1��CX� �;!1F�� �2�M%1� $
0¦!182�Z�����2$&�2/�!��"$&�
.�� $�[���4�!�/�� �f!182F���C���!1��� 05������C5*�#�!182�H4�$&0�.���!��"!����2�H�,���2��� $&��05�,�2!S����!182�H.���$&C�F�4;!�0�/�� T���!�:

')82��0�/,���5� ����F&9"!1��$&%�$&F��U.�/�.����S/�� �H/���%1$
9�9"$&Q��,:
•

')82���J�"��T&�����)!182�������2$&�2/�!��"$&�5.�� $�[���4�!U/��2CR!182�5%������ 4�����!182��4�$&0�.���!1�"!��"$&�R���N!182��.�� $&C�F�4;!U0�/�� T���!1P
!182�X0�$&� �h9���T��,9G#\���Z�"!R!182/�!R�2���2!1F�� �X4�/�.��"!1/,95%�����/,��4,����+]�"�7$&��9G#h.�� $&����C���C]����/X��82$&��!1c !G�;� 0
contracts.

•
{ ���2!1F�� �R4�/�.&�"!1/,9U4�$&0�.�/,�����,��/�� �R� �,9"F�4�!1/��2!�!G$7%�����/,�24��R.�F�� �R��!1/���!Gc F�.�.���$�[���4�!1��/��2C�.�� �,%1����!G$
���2+�/�+&���������2.�/,�2���"$
����!1/�+���%�����/,�24,����+S:

•
')82�M#,$&F��2+7%����J0�P)$&��!182�M$�!182����82/��2C�P�������T&�5!G$�$&*2!1/��������,�2!1F�� �M4�/�.&�"!1/�9�% ����/,�24,����+Z%1$&��*2$�!18
�������,��!10��,�2!�.����J�"$&C���/��2C�P&!182��� ��%1$&� ��P&.�� ��%1��� ��/�9"$&�2+�c !1��� 0]�2�,�2!1F�� �H4�/�.��"!1/,9�4�$&�2!1� /�4�!J:

q�F��U0�$&C��,9&����4,82/�� /�4�!1���J�"g���C5*�#�!1Q�$5�������,�2!1��/,9&%���/�!1F�� ���,V

(i) �������������������! "����#�$%��&�#�'�(���)*����������(�&�)+$%����,���,�&��
KL� 4�$&�����"C&���`/ #,$&F��2+¦%����J0 !18�/�!\C����2�,9"$&.�� / !1QH$�c .���� �"$&C �����2$&�2/�!��"$&�Y.�� $�[���4�!�:�')82�
�����2$
�2/�!��"$&�5.�� $�[���4�!S4�$&�2������!1��$&%S/���!1/���!1F�.N�J!1/�+���/��2C�P�.�$�!G���2!1�"/,9G9G#2P�/50�/�� T���!U���2.�/������"$
�N��!1/�+��&:
-�F��J���2+h!182�Z��!1/���!1F�.X��!1/�+��;PH!182�Z%����J0 /�!1!1��0�.�!1��!G$h���2!1���R!182�70�/�� T���!5Q��"!18X/Z�2��Q¦.�� $&C�F�4;!
�2/��J��/,�2!�:;O %��,�2!1� #�������F�4�4,������%1F&9�P&!182��#,$&F��2+R%��"�J0 %�/�4����E.��J��4���4�$&0�.&��!1�"!��"$&�5Q��"!185/�05$
�2$&.�$&9�����!�:
O �5!182����F�*�����d�F��,�2!S���2.�/,�2���"$
�5��!1/�+���P&!182��#,$&F��2+R%����J0]/�!1!1��0�.�!1�E!G$N/�4�d�F��"� ��/�C�C&�"!��"$
�2/,9�05/�� T���!
��8�/�� ���5*�#79"$&Q����J����+7!182�M.���$&C�F�4;!f.�� �"4��&:�O ����/�4,8�.����J�"$&C�P�!182��#,$&F��2+L%����J0Y8�/��N!G$L�����2����!����
D.-5-Y���2.��,�2C&�"!1F�� �������L$&� C����5!G$XC����2�,9"$&.h�"!1�M.�� $�[���4�!�:)')82��$&F2!14;$&0��Z$&%5!182�����L�����2$
�2/�!��"$&�
/�4�!1�����"!������E����F&�24���� !1/,����/��2C54�/,�5*2�H�,�"!18����U��F�4�4�������$&�S%1/,�G9�F�� �&:
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O �����24,82/,�2+��M%1$&�H!182�
4�/�.&�"!1/,9E.�� $&���"C���C�Pf!182���2�,�2!1F�� ��4�/�.&�"!1/,9�����!H$&*2!1/������R/���82/�� ��$
%���!G$&4�82/���!��"47� ��!1F�� �2��%1� $&0¦!182�
�����2$
�2/�!��"$&�7.�� $�[���4�!�:SKL��/��2/,9G#2g,��!182��.���$&�������"$
�7$&%H�2���2!1F�� ��4�/�.&�"!1/,9�F&�2C&���5��82$&� !Gc !G��� 0Y/,�2C
9"$
�2+�c !1��� 0 %�����/,��4,���2+S:7���2C����^��82$&� !Gc�!1��� 0 4�$&�2!1� /�4�!1�"�2+�Ph!182� �2�,�2!1F�� � 4�/�.&�"!1/,9h4�$&0�.�/,��#
��F�.�.&9����,�E%1F&�2C��E%1$&�
[�F���!
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��!1/�+��&:,���2C����)9"$&�2+�c !1��� 0]4�$&�2!1� /�4�!1���2+�P
!182���2���2!1F�� ��4�/�.&�"!1/,9&4�$&0�.&/,��#�4�$
050N�"!1�f!1$R%�����/,�24���!182�
D.-5-\���2.��,�2C&�"!1F�� ���E���5*2$&!18�.���� �"$&C��,:

')82��%�����/,�24,��/,9&� �,9�/�!1�"$&����8���.5*2��!1Q����,��!182��#,$&F��2+N%��"�J0]/,�2CN!182���2�,�2!1F�� ��4�/�.&�"!1/,9&4�$&0�.�/,��#N���E/,%�%��,4�!1��C
*�#�4�$&��%�9G��4�!1��$&%S���2!1��� ����!1P���: �&:,0�$&� /,9�82/�g,/�� C�P&/��2CN9"��/��J�2�G��+S:�')82$&F�+�85!182���2�,�2!1F�� ��4�/�.��"!1/,9&4�$
0�.�/,��#5���
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*2�,9G���,%��5/,*2$&F�!�!182�M.�� $�[���4�!�e"�5d�F�/,9��"!�#�:�')82��#,$&F��2+Z%����J0 !182F&�N+���!1�N/�4�4������N!G$L/��7����%1$&�J05/�!��"$&�7� ���2!1P
Q�8���4,85��05.�$&���,��/�C�C&�"!��"$&�2/,9&/�+��,�24,#�4�$&��!1�)$&��!182��%�����/���4,��/,9&4�$&�2!1� /�4;!1���2+S:

')82����������!�����+N!182��$&� �;!1�"4�/,9
9G�"!1��� /�!1F�� �H$&�N�2�,�2!1F�� ��4�/�.&�"!1/�9�% ����/,�24,����+R4�/,�N*2��4,9�/,�����G%����,CM���2!1$N!1QH$M0�/,���
+�� $&F�.��,V)')82�7%���� ��!�+���$&F�.L$&%�.�/�.���� �������2����!��"+�/�!1���M!182�7C�����!1�J��*2F�!��"$&�L$&%�4�$&�2!1��$&9f�J�"+&82!1�����L�2�,�2!1F�� �
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82$&Q����2��� P
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E��� +��,0�/,���7/,�2CZ~���+���i;p	������j�%1� /,05��Q�$&� TZ*�#7/,�Z�,�2!1� #7/,�2CL4�$&0�.���!��"!��"$&�Z+�/,05�&:UKL�����2.&9G��4,�"!�9�#
0�$&C��,9E.�� $&C�F�4�!������2$&�2/�!��"$&�Z/��2CL��F&*�����d�F��,�2!�.�� �"4���4�$&05.���!��"!��"$&�Z*2��!1Q����,�Z!182�7�2��Q¦%����J0¦/,�2CX/,�
��������!����2+R%����J0M:,67$&� ��$&�2��� P
������4����2�,�2!1F�� ��4�/�.&�"!1/,9&4�$&0�.&/,�������E!1#,.&��4,/,9G9G#5�������,��!1�f���N.�� $�[��,4�!1�f$&�29�#R%1$&�
/Z9���0N�"!1��CX/,0�$&F&�2!�$&%�!1��05��PHQ��7C�������/�!1�Z%1� $&0¦!182� 
E��� +��,05/,���L/��2CX~���+��Zi;p	������jR0�F&9"!��

-period%1� /,05�,Q�$&� T5/��2C5� ����!G� �"4�!�$&F2� ���,9��2�,��P&������!1��/�C�P&!G$R/f!1QH$&c .���� �"$&CN0�$&C��,9&Q�8���4,85��!1��9G9
�,�2/,*�9��,�EF��E!G$5!1/�T��
���2!1��� !1�,0�.�$&� /�9�/���.&��4�!1�E���2!G$N/�4�4;$&F��2!�:

')82�N� �,0�/,���&����+�$&%�!182�N.�/�.����H�"��$&� +�/����"g,��C�/��5%1$
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�����2$
�2/�!��"$&�2c P505/�� T���!R���2!G� #,c�/,�2C`4�$&0�.&��!1�"!��"$&�\+�/,05�XQ�8���� �X!182�\#,$&F��2+^%��"�J0 ���,9G%1c % �G��/,�24,���L�"!1�
�����2$
�2/�!��"$&�R.�� $�[���4�!�:&O �M����4�!1�"$&�M<�PUQ��N/�����F&0��N!182/�!)!182�R%��"�J0 ������C������2!1��� �2/,9S��d�F&�"!�#�%�����/,��4,���2+�%1$&�
�"!1�ED�-5-`���2.��,�2C&�"!1F�� ���,:,KL��/,�2/,9G#2g���!182��.�� $&�������"$&�5$&%U�2�,�2!1F�� ��4�/�.&�"!1/,9
F��2C�������82$&� !Gc !G��� 0^i <S:�p;j�/��2C
9"$
�2+�c !1��� 0bi <S: ?�jL4;$&�2!1� /�4;!1���2+S:5O �a����4�!��"$&�aA�P�Q��^�����2����!1��+�/�!1�^!182�^��!G� /�!1��+��"4^� ��/�4�!1�"$&���\$&%Z!182�
����4�F&05*��,�2!�/��2C�82$&Q !182�,#M����% 9�F��,�24��N!182�R%�����/,�24,��/,9U4�$&�2!1� /�4�!1���2+�*2��!1Q����,�M!182�R#,$&F��2+�%��"�J0 /,�2C�!182�
�2�,�2!1F�� �H4�/�.&�"!1/,9�4�$&0�.�/,��#�:�O ������4�!��"$&� � P&Q��HC�� /�Q\�J$&0���%�����/,9&4�$&�24,9�F&���"$
�2�,:
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��������������� �%	��	���
��������	��

}E$&�2����C�����/50�/�� T���!)���RQ�8���4,8R/,�M����4�F&05*��,�2!)���;[�$
#2�H0�$
�2$&.�$&9�#R.�� $&%��"!1�,:�')82�N���24�F&05*��,�2!).���$&C�F�4����
/N��.���4,��/,9S.�� $&C�F�4�!U$&%�8���+&8M4�$&�2��F&05���H�2/,9�F��N/,�2C��"��!182�R$&��9�#�$&�2�RQ�82$782/���T��2$&Q�9"��C�+&�R/�*2$&F�!�!182�
.�� $&C�F�4;!1�"$&��!1��4�82�2$
9"$&+&#
:
')82�M#,$&F��2+7%����J0 8�/���/,�7�"C���/�82$&Q !G$7.���$&C�F�4��M/R����05�G9�/���.�� $&C�F�4;!1P)Q��"!18
Q�8���4,8`�"!R/�!G!1��0�.�!1�7!G$`� ��/�.]/X��82/�� �h$&%M!182�\0�$&�2$&.�$&9�#\.�� $
%��"!1�

.
O %M!182�h.�� $&C�F�4;!R�����2$&�2/�!��"$&�]���

��F�4�4�������%�F&9"PH!182�Z0�$&�2$&.�$&9�#L���M� ��.&9�/�4���Ch*�#ZC�F�$&.�$&9�����!��"47.��J��4��74�$
0�.���!��"!1�"$&�XQ��"!�8X82��!1��� $&+����2��$&F��
.�� $&C�F�4;!1�,:�O ��!182����F�*�����d�F��,�2!H.���� �"$&CZ/,%1!1����0�/�� T���!H���2!1� #,PE!182��#,$&F��2+L%����J0Y/�!G!1��0�.�!1�N!G$X�����2$&�2/�!1�
/�+�/,���N���5$&� C����U!G$N� ��C�F�4����"!1�H0�/�� +&����/,9
.�� $&C�F�4�!1�"$&�N4�$&��!1��P
Q�8��"4,8N�,�2/,*�9��,�H�"!S!G$M9"$&Q����)!182��.�� ��4���/��2C
!G$5%1F�� !182���U���2.�/,�2C5!182�H����Q\.�� $&C�F�4;!
���2!1$5!182�H0�/�� T���!�:

��������� s����y�� �!Mv�x�s#"

')$ �J!1F�C�# !182�^�,�2!1� # /,�2C 4�$&0�.&��!1�"!��"$&�a+�/,05��P7Q�� F���� / Q��,9�9"c T&�2$&Q�� 0�$&C��,9�$
%X���2C�F&��!1� �"/,9
$&� +�/����"g�/�!��"$&�2P�!182�M4,�"� 4�F&9"/���4,�"!�#�i _�/,9"$&.hp	��>���j;: 1 ')82��0�$&C��,9)4�$&�2������!1�5$&%f!1QH$Z�J!1/�+����,VSB��"� ��!1P�%��"�J05�
���2!1���E/50�/�� T���!)/��2CM4�82$&$&����!182�,�"�H9"$&4�/�!��"$&�M$&�R!182�N4,�"� 4�9��
:&W���/N����4�$&�2C���!1��.�PS!182�N%��"�J05���,�2+&/�+��R���
.��J�"4���4�$&0�.&��!1�"!��"$&�ZQ��"!�8Z!182�,�"�N82$&�J�"g�$&�2!1/,9�9G#ZC&�G%�%���� �,�2!��"/�!1��CX.�� $&C�F�4;!1�,:U}E$&�2��F&0���� �M/�� �7F����G%1$&�J059G#
C&�"��!1�J��*2F�!1��CN/�9"$&�2+N!182��4,�"� 4�F&9�/��)4,�"!�#�/,�2CN/,9G9&!1� /��2�,9
$&4�4�F�� �E/���$&F��2CN!182��4��"� 4,9��&:,~�$&Q����2��� P
Q���0�$&C&��% #
!182�Z_�/�9"$&.�cJ0�$&C��,9�*�#L���2!1���2C&����+h!182�Z������+&9���c .����J�"$&Ch%1� /�05�,Q�$&� TX!G$\/�!1QH$&c .���� �"$&CX!1��05�X82$&� �"g�$&��:
67$&� �;$&�2��� Pf���2��!1��/�CL$&%�/,�2/,9G#2g,����+L����05F&9"!1/,����$&F��R���2!1� #,PfQ���4�$&�2����C����5!182����F�*2����d�F��,�2!����2!1� #7$&%�/
#,$&F&�2+7%����J0 /,%1!1���H/M0�$&�2$&.�$&9�����!E82/���/,9"� �,/�C&#M�,��!1/�*�9G����8���C78���05���,9G%f����!18���0�/�� T���!�:�W�9�9)/�+&�,�2!1�5/�� �
risk-neutral.

1 $ �J�����J�"���S� ��� ����¤;§;�J�"�"�����"�)�J���S���J�"�"�"�"�����E��¤;�J�"�&� �����J�"�������;�J���J��§;�
���"�"�;�������"�"�J�
�"�
�;�"���J�����U�&� �����"�&%J« ª('('()��
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!182�,�"�E4�82$
�"4,�N�"���2$&!U��F�.�.&9�����CS:�}E$&�2��F&05��� �HQ�����8R!G$M*2F�#R$&�2�5F&���"!)$&%)!182�N+�$�$&CM.����E.���� �"$&C�$&%�!1��05�&:
I����2�,�5!182/�!�!182��#,$&F��2+M%��"�J0 ��F�4,4�������%1F&9G9G#N�,�2!1��� ��P
!182��05/�� T���!UC���0�/,�2CM���fC&������C���CM*2��!1Q������N!182��!1QH$
% �"�J05�,V�')8��5#,$&F��2+M%����J0^Q��G9G9
.&9�/,4��5�"!1���,9�%)���2/�4�!�9�#N$&.�.�$&���"!1��!182�5���24�F&05*��,�2!U%����J0 ���R$&� C����)!G$M/;!G!1� /�4;!
!182�N4�F���!G$&0���� ��Q�82$&���N.�� ��%���� �,�24�����C��,����/�!1�R0�$&��!)%1� $&0a!182�N��������!����2+�.�� $&C�F�4;!�: 2 -���.����2C&����+�$&�R!182�
$&Q���.�� �"4,�
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i � ���24�F&05*��,�2!1j

%�/�4��,��/HC��,0�/,�2C5$&%�V
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��	�� y � y ����������� 
��	����������� ����"!#�����$����! � 
%!#�����&��$'���!#( ),,(1),,( TppDTppD yiiyiy −= .) � � ��(�!#���*
��	���+���,���-���
$�	-*.����& � ./� � -��$��&�������!#���0� � �����1!#��� � � � ,��$�2-��*& � .3!#���*��� � �����4!#���0���	 �&��$5	�
price.

6%7	8�7 6�9 � � 
��2!:, � ���;�	<��	���2!��	���
= 
>!#���?� � - � @<�� � !>�����$ ����3!#���A� � !��2�$�?�&��$'���!#(����2�/@&��$'���!>����&��$�A��B � &��	� Di=1.

) ���C ����� , � � �,�� � 
��2!#� Π D &��$� � �	 �� � < �:E
ii

M
ii

M
i

M cTscpTcp −−=⋅−=Π 2
11)(),,( (2)

�������$� s �$��,��$����� � !#��!#���4- ��� � � @���$��5��$�������� �&�!�� ���  �&�� � �4& � . ci
!#�����&�� � � � &���,�� � . � -F!#� ��� - � ��!#� 7= 
G!#��� ��������� 
��	��H
�&����	��! � � � !#���1& � .�. � ��� ��� !G,�� � . � -��F(I�2!G���	���I�$��&��	�	J�� � � � ����,�� � 
��2!#� � 
"J���� � 7 = �!#���2��-�&�����(�!#���*� � - � @<�� � !"- ��� !#� ��� ���@! � ��&�� �  ����� , � � � ,�� � 
��2!�� 7 = 
1!#��� ��������� 
��	��K� � -�-����;�;
 � �	� �� � !#���$��!#���>@&��$'���!#(:!#���>!#� � 
��2��@���������I- � �,���!#�>� � !#���*,�� � . � -F!"�&��$'���! 7�L &�-���
#�	�� � ,����$&�!#� ��� � �!#����@&��$'���!%,�� � . � -����"���2!#�@- ��� ��!#& � !%�&�� � � � &��M- � ��!#� c. N �	O���.*,�� � . � -F!#� ��� - � ��!#�1&��$��&���� � @��.*! � <��J���� � !#��� ����� � ��� !�!#���4,�&�,���� 7 ) ���4,�� � 
��2!:
 ��� -�!#� ��� 
 � �I
#�	�� i ��� �P��B � &��	� � ������Q4,�,�� � .��	O 8 � E

)
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Tpp
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−=−=Π , (3)

& � .R
 � ��
��	�� y( analogously. S"� !#�/
��	��@�>-�� ��� ���0!#�����2��,����2-����>� � -��/&��>! � �&�O��	>�	J���!#�����2��,����$+,������ � .@,�� � 
��2!#� 7�T �4.��	��!�� ����� �	�;�@<���!#����� � !#� � .��	
�
����$� � !:- � ��!:���2! � &�!#� ��� � E = 
%< � !#��!#����� � - � @<�� � !%& � .!#��� ��������� 
��2��U,�� � . � -��@���2!#�*!#���@��&�@�>�&�� � � � &��%- � ��!#��(:� 7 � 7 iy cc = (:!#��� � -�� ��� ���@& �*� �2.�� � !��2-�&��	�
� ,�!#�	@&���,����	-���( ** yi pp =

7 = � !#���	�G-�&�����(M�&��$'���!:����&��$���G��B � &�� ��� �4��&���
%& � .@!#���4,�� � 
��2!#�G&��$�

4/)()( TTT yi =Π=Π . (4)

2 V ��� ���J� ���"�S���2�E��¬��"������¤;�"�����G���J��� �"�J�"�"����%G�J�����IW $ �"�����J�E����� ��¨S�1�2��X���´S�"��X������;�"�����&%J« ª;�;ª )G�;�������E��¤;�J�,�1����´S���"�;���,�����
�;�������"�,�E��¬��"���2XJ� ���
���J��������������� ���E�
�"���J���"�U��Y;§;�"¤;�"�1�"�J�;�"�"���,�����U��� ���E�
¤��"���G�G���J�;�"� ���"�S� ���J� �
������¤;§;�J�"�
� �E����¤;���U�"�E�������"�J�
�;�J�"�J�S�J���S���J�"�"�"�"���;�
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T ���;����!#��&�!%!#��������,�� � 
��2!#�1.���,�� � . ��� !#�����;�2J�� � 
I!#����- ��� � � �������5M,��$��
#���$� � -�����( T (M< � ! ��� ! ��� !#���@&�� � � � &��M- � ��!#��( c
7 = � !#��� � !#�����G-�&�����(M!#��� ��������� 
��	�� & � .0!#���>� � - � @<�� � !�,�� � . � -��@���2!#�*.��	
$
����$� � !@&�� � � � &��4- � ��!#� 7GT �R��O�,��$������!#���	�3- � ��!@.��	
�
����$� � -��A< � yi ccc −=∆

7 ) ���?
��2�� ���2!#�C!#���A- � ��!#+
&�.� �& � !#& � �����	���G.���@& � .R&3� � �����@,�� � . � -F!4,��$�2-���(1& � .A!#� � �*&�!#!��$&�-�!#�*&���� � �����>@&��$'���!�����&��$��(1� 7 � 7

DA DD >
7 = !#��,�� � 
��2!#� � � � ,����$��-����	,�! A�I&��$� � �	 �� � &�� E

TccTTcA 2)3/(34),( ∆+∆+=∆Π . (5)

T �>�;���>!#��&�!�!#���>,�� � 
��2!#(I� � !#���>-�&���� � 
G- � ��!#+$&�.� �& � !#& � ��(I.���,�� � .���.��2�$��-�!�� �*��� !#���>- � ��!�+$.��	
$
����$� � -��
c∆ <���!#����� � !#����!#� � 
��2��@� 7 Q4!4!#������&����!#�	@��("!#����
��	�� ���2!��R!#���3- � ��!#+$.��2��&�.� �& � !#& � �3�$��&��	�	J����

,�� � 
��2!#� � � � ,����$��-����2,�! D� � 
 E
)3/(34),( 2 TccTTcD ∆+∆−=∆Π

7
(6)

� � �4! � !#���4��
�
#��-�! � 
:!#���4����- ��� .@!#���$ � ����� �$(�!#���4,�� � 
#�2!�� � 
:!#���	�1
��2�� &��$� � � � &�!��	 ���� � � � 
$� � � � -���.*< �!#���R- � ��!#+$.��	
�
����$� � -�� 7 = � .���,�� � .�� � ! � 
@!#���R- � ��!#+$���2! � &�!#� ��� (�� � ���� ����$(�!#��� ��������� 
��2�� � � !#���$��!#���@&��$'���!G � �$�>��&��;�	� � �	
"- ��� � � @���$��5%,��$��
#���$� � -���� T &��$�>��!�� �����%E ) ���*
��2��H-�& � !#� � ��&�!�!#�$&�-F!"&>�2&�� � �@&��$'���!:����&��$�4< ��� 
�
������ ��� &4.��	
�
����$� � !:,�� � . � -F!: �&��$�	& � !: � �$�4� � �2!#&�<��	�4! � �& ��� - � ��! � ����$� 7

6%7	8�7 � = �����  �&�!�� ��� &�-�!��	 ��2!��	���G& � .>�2��&�� � � ���
) ����B � &��	�2! �@� 
%!#���@� �����  �&�!�� ��� ,�� ��� ��-�!I�2�4� � �2!��2&���� �>��� ' ��� � � ! � !#��� ��������� 
��	�� � & � .*! � & ���@� !#�����,�&��$! �0� 
"!#��� � &����(�� � -���!#��&�!G!#�����$�*�	��� � >@��!#���2- ����� +$� � 
 � ���&�!�� ��� � 7ML  ���� � & � � � !1<����	�	�� ���� that!#���@,�� ��� ��-�!"�2�����2!�������� ����� .	�>���2!#�0,���� � �1,�� � <�&�<����	�2! � α1 � ���F<�&�.	�>���2!��0,���� � �1,�� � <�&�<��	���2! � 1-α1

7 = 

!#���4,�� ��� ��-�!%�2�
� ����� .	��(�!#��� � � � �� ���� � ,������ � . t(�!#�����$�4�2�G&4-����$!#&�� � ,�� � <�&�<������2! � !#��&�!:!#����� �����  �&�!�� ��� �	�� � -�-����;�;
 � �	� � �$��&����	J���. 7 ) ���@,�� � <�&�<������2! �>� 
�� � -�-�������� � ,������ � . t(%- ��� .��2!�� ��� &�� ��� !#���>,�� ��� ��-�!G<���� ���
����� .�(4�2�0.�� ��� !#��.?< � θt

7 ) ���/,�� � <�&�<������2! � θt
(�� � ! � � � (4�2�0& � � � -��$��&��;� ��� 
 ��� -�!�� ���?� 
@!#�����
 �

��O�,�� � .��2! � �$��� 7 = �  ����$�;��� � (1&3� � -�-������*,�� � <�&�<������2! � θt
�$��B � �2�$���*& � �� � � �  �����!��� � ! � 
 r(θt

� 7�T �
&���� � @�?!#�������?�$������&��$-��P- � ��!#� r(θt

��! � <��C�	� � ��&���� � � � -��$��&��;� ��� � � !#���C� � -�-������R,�� � <�&�<������2! � θt:

tt gr θθ =)( (M���2!#�@!#����- � ��!%,�&��$&����!#��� g>0
7�� � ���� ����$(M!#�����$����O��	��!#�1& �>� ,�,����"�	��>�2! maxθg (:&�< �  ��

�����	-���&�.�.��2!�� �M� &���
 ��� .��G. �>��� !:� � -��$��&�����!#����� � -�-������",�� � <�&�<��	���2! � 1max <θ �����������	����������� ��!"��#	$ �
���	%&$(')%+*	��,��.-
/102�������	*��3'&��4�56�����.�	#	���7$ %+81��')%+��%&��56����,�$ �3*�$(9�$ ���1:
����4	��81,�*	*;,�*�<>=���4	�19@?@A	A	B	C
�����
,1$D%+86%)'+,��
,��	�	����,�����C@��EF���1$ ,�81�1-�/10G��������*��3'&��4�5;%+$(H	,�')%+<I%+�F�����6��%+�J8K$ L7%&��������$������38M�	����<	#	�@�F�)�
�	��������$ $6%+*	*���H�,���%&��*N,�*�<�,��)����87�	��$6�)������<	#	���I87,���4�%+*	,�'��	����<	#	�@��%&��*�����$ ��$;%+*������O$ ������*�<"�	���J%&��<��
EF�	%+$6����$ ��,������N����$ ����#�*�����%&��*"%+$;��P	#�%+H	,�'+��*���'+5�4�%+H	��*�,�$ ++ = 22 )( θθ gr ����� ];0[ max

2 θθ ∈+ �RQ��������
�	�����������
%+$7S�T	,�<	U�VF������*N%&��,�'&L�,�5�$6��,�%+'+$6,�*�<�5�%+��'+<�$1,>W������N���@��#	��*O%+*�<	���	��*�<���*��
���������>,�87��#	*��
���
-
/10X��Y��	��*�<�%&��#	����$
%+*	H	��$ ����<��

EF����#	*���������,�%+*���57�����������	������������%+$
9��	,�����%&,�')')5�CF����$ �3'+H���<6��H����F��%+81����0�#	��%+*�46������$ ��,�����#	�6�	��������$ $ V3�����
5���#�*�42��%+�J8Z,�*�<[,�*	5\�	������*���%&,�'6%+*	H	��$ �����>'&��,���*[87�����],�T���#	�6�����]�	����$ �	������$I���;�����X%+*	*���H�,���%&��*
�	����������� �3Q��(*���$ #	������$ $1�	,�$1������#	������<�%+*N�����O��%&�J$ �(�	����%&��<	V
,�'+'.�	,�����%&��%+�	,�*���$;%+*N�����I�	�����������(#	�	<	,@���
������%&�7T���')%+����$6,�T���#	�
�����I�	����������� ^&$6P	#	,�'+%&��5N,���������<�%+*�4�����:
,�5���$ _���#�'&��`REF���I�	��$ ������%&���7T���'+%+��� α2 �3�
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<	��H���'&����%+*	4I,64	�	��<I�������������.%+*I�����;$ ������*�<O�	���J%&��<O��P	#	,�'&$7�����;�	����T�,�T	%)')%&��5>�3�
�	,�H	%+*�4O,;4	����<�V yet
#	*�$ #�������$D$D��#�'	�	������������V�<	%+H	%+<	��<1T	57�����(�)�	��,�'	�	����T�,�T	%)')%+��5�������,�%)'+#	����%+*7�����(�	,�$ � �	����%&��<

1
111

11
2 1)1(

)1( α
αθα

θαα ≤
−+−

−
= . (7)

EF���(����H	%+$D��<1T���')%+����$ 2α ��� <	��H���'&����%+*	41,(4	�	��<7�	������������,�����$ 81,�'+'+���F����,�*1�����7%+*	%&��%+,�'3T���')%+����$ 1α 9������
)01 ≠θ ���������	�
����������	�������������

������� ���! ���"#��$%��&'����������()"# ���*����+��,�-��	$%�

�! ���*��	�+��,�-��	$%����(!��������.���"/�
����	���0,���$�����"#�
"/�
���0�����1�23$������	�4,������+����"#�5��(6"#78�0�'"#�����	9�:��%"# ��%(/�
2'��"
��"#��-���;�"# ��<	��1���-=(/��2'$>����.��	��"#�����@?BA%CD���@��2�����2B"E�F2����	����G��0�0��2�����1�,�"3�������4.���"/�
���)�4H8��"#1�2���;�"# �����;
����,	�
���	�57� ���"# ���23"# ��8��1�"#,���$�����(6"# ��%��2/��I���,�"!�
���%��1�,�,	���+����23�%(#�	�E��1�2�����:�(3�
"!�����%��1�,�,����+��;�"# ����@���
"# ��8����,��������"#��-���;4*���"# %(/�
2'$%�B,	 ���������"# ��	�
2!����"#��$%�	�4��2'�
,	����;4���	���4"# ��	��2!��2�����1�,�").���2'�
�	��"#�B�����2����	�E��G��
"# ��	�
2B2���������,�"/��.��%��2���(/�
"#�	��:�(!"# ��%��2���I/��,�"!(#�	�E����;�"# ��<	��1���-F(/��2'$> ��	�8"E�=�'"#��<0��1�"!�����F"# ������,�1�$%*��	��"
,�����"#����1��	��"E�=2���������G	�0 ����%$��4����������<@��2��4(/�
"#�	�4�! ��@"#��$%��&��E�����@�4(5"# ��
�%������&��+ ���"B��������.���"#�
����&�;3����"#2'<	&
�����%,��4$�����"/�
"#�
����-��	$%�8���3���B(#�4���
��7��	9

Period Period
t=0 t=1

gθθθθ Success?
Price

Competition
Profit

Realization

£ � �J� i �����
monopoly

£ � �J�JE� �����J���"�
� �
¥4K��M�"�E�1��¤;���S�"�
�J���"���S�E�G�J±;�J�

�U��� y ��� �����
��§;�
L �J��� y � ���"�����

i ���J�"�
�E�������������&�;���"�J�
M N Jf�J���S���J�"�S� �����J�"�J�J�
�G���S�E�G��±;�J���1���G���J�

O ¡�®2� θ1P Πi
M]

[Πy ®2� θ1P Πi]

Q6RES�T�U�V�W�X5Y�Z�V�[ERE\8V�]�^ERE_�V5`/a8[EZ�V5b�c�d�REe�V�_�[EU�f�\8`�g�V�^

h ����1�����������"# ���"4"# ��8����,�1�$%*��	��"� ����B���078�	<�"E�0����"#��2�"# ��8����"#2�����,��8��(�"# ���<	��1���-0(/��2'$@� 3 h �8���4��.��
"# ��
�i-��	$%�j*�<k*���,�l�7���2��D������1�,�"/�
���)9%m)�
2'��"#;@*���"# n(/�
2'$%�o,� ��������j"# ��	�
2p����"#��$%�	�F��2'�
,	���	�%�! ��	��;
����,��������E<	;0"# ��j<	��1���-D(/��2'$q����"#��2�$%�����	�i ���2p���	.��	�0�4(=?BACr�������	�����
"#1�2��	�	�����o(#��2s"# ��j��2���,��
,���$�����"/�
"/�
���@��"#��-���;678���1����������%"# ���"B��(B�	��"#2'<F�
����1�,�,����+�+(/1��
;!"# ��@<	��1���-s(/��2'$>�	���="# ��@����,�1�$%*��	��"
��2�����1�,��78�
"# @"# �����	$��0$%��2�-������	�6,�����"#�	���! �������$%���E�����8"# ���"3*���"# @(/��2'$%�8,	 ���2�-��"# ��0���	$%�0����"#��$%�	�
��2�����1�,�"4��2��
,���; 4 "# ��8$���2�l���")�������
"/�B����"#��"#7����t�1������+ ���2��	��;������%"# ��8(/��2'$%�B2����	�E��G��8�+<�$$%��"#2��
,8��2���(/�
"#��;
Πi=Πy

��:�(3����"#2�<@(/�	�E����;6"# ������,�1�$%*��	��"3,� ���2�-����8"# ��0$�������������<@��2'��,���;!78 ��E���0"# ��@<	��1���-s(/��2'$>�������

3 u �S´S�"�"�,¤;�"���J§;���
� �;�"�&������§;�S�2�"�"����� �����J�J�"�"����¢��2�J�"��´S�
4 °G�E��� �"�������7�J��¤�¥
� �2�G���"��WG��%J« ª(';  )��"� �E�"�����J�"�J� ���E�E��¤;�J�"�,� ���)� ��� �J�J�;� WG���E�G�J�;� �;���2�J�����"�S�J���U�2�)�J�"� ���G�U��� ���H�1�)�"��´S�

��§;�J�R� ���J�U� ��������§;���R��� �J�^��§ �����"�"�J���J� � �����5���)�����"�������5���5�"��´S�G�H������¤;§;�J�����J�"�J�J�!v,� ���J�5� �M� �������"� �������^�J��¤
¥������G���"��WG�7´S�����"¤;������´S���;�G���5�J������§;�E����WG�R�����J���G���J���J�J�7�G���Z�"¤;� ��� �"�J����%����h� �J�J���"�����J�"�J�"�"���\�J�����"� )G�N� ���������"�J�
�J���S���J�"�"�"�"���E� �E� ���S�����E���;�J���J��§;��¤;§;���������
���J��§;�"�"�
� �E� �;���,���;�"�)�����U��� ��� %G�J�;� ���J�;�,���U� ���J§;�S�2�J�;� )&��� �;���"�"�)��§ �;���"�"�J�
�"�5� �������G��±;�J� ��°��R�J���;� �������S�"��� ���"�1�S��§����E��¤;�J�U������§;�E�J�f�����E�E�J� �J�"�H�E�G��±;�J�S�1���G���J�E�����"�G��� ��������§;���R��� ���`�����
entered.
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����"!��(/(/��28�
"#����2/����1�,�"B�����=2����	����G������0-�2������%2���"#1�2��F��(5G���2��6� � ��.��	�="# ������@�	������,�"#��"#�
�����%�	*���1�"3"# ��
��2'�
,����0�	���p��2���(/�
"��
�	.��	����;5"# ��s<	��1���-i(/��2'$ ,��	��,�1�����"#���@�
"#�0����"#��$��	��?5A%C �	�����	�����
"#1�2����

1θg
�����

�������
2'��,�"/��<	;4 ���26����"#��$%�	����1�,�,��	���3��2���*���*��E�E�
"/<	; θ1
���! �����1�,�,����+�3��2���*���*��E�E�
"/<8�4(�$���2�l���"�����"#2�<%��� α1θ1,78 ���,	 ��������	�����3���%*���"# %"# ��8����"#��$%��"#���t�1��	���
"/<���(�"# ��8��2���I/��,�"������"# ����
�	.��	�4��(�?5A%C ����.�����"/$��	��"#�	�

�! �����2���*���*��E�E�
"/<%�4(!(#�	�E��1�2��%���5-���.��	�0*�<
1-α1θ1

���! ���2��	(#��2���;)"# ��%��������,�"#���@.��	�
1��%��(!"# ����������.���"/�
���
��2���I/��,�")����"# ��8(/�
2'��")����2��
���%��t�1��	�
�	9

1111)( θθαθ gV y −Π= . (8)

�! ��8(/�
2'$n$%�	���E$��G����3"# �����2���I/��,�").��	��1�����.���26"# �����1�,�,������3��2���*��	*����E�
"/< θ1:

/)( 111 gV y −Π=∂∂ αθθ . (9)
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m `�_�j�i'f�o�e�l�`Vt��@f�i']�f�c�]i'p�`�a�]^g�m i,qRm�_!_Ve���k']l`2`)fJd�m)q2m `�]oMd�m�b(��m)d)m `�s?t$K'hKf�i'o�]i=`)fJlm i'le�q&c�]�h�`&`�a�]
g'm�h�b�h�l�m�b�d<i']�_V`�i'm l`�m f�h�_VpAm `/_V]]!��_�]v�e�m `�s�lbj�m `�b�d
g�i'f?qSb=c�]�h�`�e�i']=lbj�m `�b�dElf�q�j�b�h�sItML�m n�a�i,m�_�� � a�m�n�a
n�i'f�{�`�a g�m i,q&_S`�a�b`Qbi']�la�bi'bl`�]i'mON�]oP��s _$m�n�h�m�g'm�l�b�h�`Qm h�`�b�h�n�m/��d�] b_$_V]`�_|bh�o6`�i']q�]�h�o�f�e�_
e�h�l]i'`�b�m�h�`�m ]_�bi']@e�h�d)m/��]�d)s^`�f i']l]m�c�]@o�](��`�g�m�h�b�h�l�m�h�n�p�{�a�m�l�a q&b!��]�_�c�]�h�`�e�i']@lbj�m `�b�d"`�a�]@f�h�d�s
_Vf�e�i'l]2f�g"g�e�h�o�m�h�n!w�Q?]�h�h�bh�o;RAm�b�h�n�p�x
S�S���TMU�f�q�j�]i'_�b�h�oVRE]i,h�]i'p�x
S�S�S�z�tMK'h!]r�l�a�b�h�n�]�g�f�i�`�a�]
j�i'f�c�m _$m f?h2f�gElbj�m `�b�d pI`�a�]�c�]�h�`�e�i']&lbj�m `�b�dIlf?q�j�b�h�s2f���`�b�m�h�_�b&_Va�bi']&f�gAe�h�l]i'`�b�m�h�p���e�`Aj�f�`�]h�`�m b�d)d)s
a�m�n�a2i']`�e�i'h�_"g�i'f?q8`�a�]�j�i'fk�]l`Vt�\^]�b_V_Ve�q&]�`�a�b`<`�a�]�c�]h�`�e�i']�lbj�m `�b�dIm�h�o�e�_V`�i's2m�_�l�a�bi'bl`�]i,mON]o8��s
j�]i'g�]l`&l�f�q�j�]`�m `�m f�hIt
uAa�m�_�i']�g�d�]l`�_�`�a�]Lg�b�l`�`�a�b`�`�a�]i']^m _�b(��e�h�o�b�h�`&lbj�m `�b�d�bc�b�m�d�b(��d�] _V]]!��m�h�n
j�i'f�g�m `�b!��d�]Qm�h�c�]_V`�q�]�h�`!w'}/]�m o�pLx
S�S�W�T�U�f�q�j�]i'_Vp^x
S�S���z�t&uAa�]Qs�f�e�h�nSg�m�i,q _Ve�n�n�]_V`�_Jg�m�h�b�h�l�m�b�d
lf�h�`�i'bl�`�_/`)f=bh�s&f?gE`�a�]�c�]�h�`�e�i']&lbj�m `�b�dIlf?q�j�b�h�m�]�_�t�uAa�]���bi'n�b�m�h�m�h�n�j�f�{�]i/m _�f�h=`�a�]&_$m o�]&f�gA`�a�]
g'm i,q�tEuAa�]!_V]�d�]l`�]o^c�]�h�`�e�i']!lbj�m `�b�d�m�_V`�`�a�]hLo�]l�m�o�]�_={�a�]`�a�]i&`)fKbll]j�`�f�i&i'],k�]l`�`�a�]@g�m�h�b�h�l�m�b�d
lf�h�`�i'bl�`,tCXMc�]�h�`�e�i']�lbj�m `�b�d?lf?q�j�b�h�s2bn�i']]_"`�f=g�m�h�bh�l]�`�a�]�j�i'fk�]l`Em�g
m `Ei']l]�m�c�]�_"b�h�]`E]r�j�]l`�]o
j�i'f�g�m `&f�g�N]i'f<t 5 Y ]`)p�]c�]h `�a�f�e�n�a c�]�h�`�e�i']Llbj�m `�b�d�lf�q�j�b�h�m�]_�e�_Ve�b�d)d)s _Vj�]�h�oJb^lf�h�_$m�o�]i'b(��d�]
b�q�f�e�h�`"f�g�`�m�q&]!`�f^_Vli']]hL`�a�]�m i&j�f�`�]h�`�m�b�d/j�i'f�k�]l`�_Vp"{�]!]r�l�d e�o�]!`�a�]!o�e�]!o�m�d)m�n�]�h�l]!j�i'f�l]_V_=f�g
j�i'fk�]l`A_V]�d ]l`�m f�hIt�\^]&_Ve�j�j�f�_V]2m�h�_V`�]bo=`�a�b`E`�a�]&c�]�h�`�e�i']&lbj�m `�b�d<lf?q�j�b�h�s�a�b_�n�f�h�]2`�a�i'f�e�n�a=`�a�]
{�a�f?d ]@]�c�b�d�e�b`�m f�h^j�i'f�l]_V_�t�X�`�`�a�]V��]n�m�h�h�m�h�n f�g�`�a�]Lg�m)h�b�h�l�m�b�d�i']�d�b`�m f�h�_$a�m�j�p���f�`�a^`�a�]Lc�]�h�`�e�i']
lbj�m `�b�d?lf?q�j�b�h�s2b�h�o=`�a�]&s�f�e�h�n�g�m i,qZ��]�d)m�]�c�]�`�a�b`<`�a�]�j�i�fk�]�l`Em _"n�f�f�o2{�m `�a2j�i'f���b!��m)d)m `�s α1

pI_Ve�la
`�a�b`I`�a�]i']&m _"_$s�q2q&]`�i,m l�h�f�h � m�h�g�f�i,q&b`�m f�hItC�@f�i']&m�h�g�f�i,q�b`�m f�h=bi'i,m�c�]_3��s2o�]�c�]�d f�j�m�h�n�`�a�]&j�i'fk�]l`Vt
[/]i'n�]i
bh�o-\�o�]�d�dIw�x
S�S���z
j�f�m h�`Ef�e�`I`�a�b`Em�h�g�f�i,q�b`�m f�h�b�d?f�j�bv�e�]�h�]_$_�m�_"]r�`�i']�q�]�d)s=ble�`�]&m�h�s�f�e�h�n
_V`�bi�` � e�j�g�m i,q&_�t?uAa�m�_&m)q&j�d)m�]_�`�a�b`�pA]c�]h�`�a�f�e�n�a�`�a�]=g�m�h�b�h�l�m�b�dAi']�d�b`�m f�h�_$a�m�jV��]`�{�]]h!`�a�]�c�]�h�`�e�i']
lbj�m `�b�d�lf?q�j�b�h�s&b�h�o2`�a�]�s�f�e�h�n=g�m i,qOm�_"c�]i,s�l�d f�_$]p?]h�`�i']j�i']h�]e�i'_/_V`�m�d)dIa�b�c�]�j�i,m�c�b`�]&m�h�g�f�i,q�b`�m f�h
b!��f�e�`<`�a�]�j�i�fk�]l`�_"`�a�]�s&o�]�c�]�d f�j���]�]h�`�e�i']�lbj�m `�b�d�m�_V`�_"i']l]�m�c�]�i']n�e�d�bi/g�m�h�b�h�l�m�b�d?i']j�f�i'`�_"bh�o�a�bc�]

5 $ �
� �E�S�"�J�E����¤;WG� %J« ª ';¢()2�E��¤;�J�,���2¤;�J�"�J�;���"�J¤��E����� �"����� �;�;�;� ���S¤;�G�������"�"�����&´S���
���������"¤;�S� ���S����� �;� �;������§;��¤;�&�����)� ���
���J���"§������J�1��� �"�J�)�J���S���J���f����Y;§�� ���������J�����J�"§��J�R��� R �J�U� ������� ���"��§�� %G���J�����"���N¥
���E��±��J�"�1�;�;�J�R�J��¤ Thakor%J« ª(';¢() )���°�����§��S�E��¤;�J�"��´S�S������§;�E��� ���J��� ���"�;���J�"§��J� R ��Y;§;�J�"��X��G�����
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q�f?h�`�a�d)s&q&]]`�m�h�n�_/{�m `�a&`�a�]�m i
j�f�i�`�g�f?d�m f�lf�q�j�b�h�s�p���e�`E`�a�]�s&`�s�j�m�lb�d)d)s2o�f�h�f�`���]lf�q�]&m�h�c�f?d�c�]o�m�h
`�a�]�o�b�s � `)f � o�bs2q&b�h�bn�]�q&]�h�`Ef�gE`�a�]�g�m i,qOw�U�f�q�j�]i'_Vp
x
S�S � z�t�uAa�e�_Vp?`�a�]�]h�`�i']j�i']h�]e�i/q�b�s-��]�a�b�c�]
f�j�j�f�i�`�e�h�m�_V`�m lb�d)d)s�b�h�o2]�r�j�]�h�o=m�h�_Ve�g�g'm�l�m�]�h�`<]�g�g�f�i'`If�iA]r�a�m/��m `<]r�j�]�h�_V]�j�i']�g�]i']�h�l]���]�a�b�c�m f�i�t(K'h&f�e�i
q�f�o�]�d p<{�]&b_$_Ve�q&]&`�a�b`Ab&j�i�f���d ]�q f�g
q�f�i'b�d<a�b!Nbi'o�{�m `�a�a�m�o�o�]�h�bl`�m f�h�]r�m�_V`�_�t�\�j�f�h�i']l]�m�c�m�h�n
`�a�]2c�]�h�`�e�i']=g�e�h�o�_VpA`�a�]=]h�`�i']j�i']h�]e�i�lbh�]�m `�a�]i�b�d�d f�lb`�]=`�a�]=g�e�h�o�_�`�i'e�`�a�g�e�d)d)s!m�h�`�f@i']_V]bi'la�b�h�o
o�]c�]�d f�j�q&]�h�`Ef�gE`�a�]�j�i�f�o�e�l�`�p�f�iA_Va�]�lb�h=q&m�_$e�_V]&`�a�]&g�e�h�o�_�b�h�o�o�m�c�]i'`E`�a�]�qO`)f�a�]i/j�i'm�c�b`�]&]h�o�_�t
uAa�]�c�]�h�`�e�i']�lbj�m `�b�d
lf�q�j�b�h�s@m�_2e�h�b(��d�]�`�f@f���_V]i'c�]�`�a�]�j�i�f�j�]i�m h�c�]_V`�q�]�h�`"f�g�g�e�h�o�_Vp$��]lbe�_V]
a�m�n�a=q�f�h�m `�f�i,m�h�n=lf�_V`�_"j�i']c�]�h�`Eb�o�]�`�bm�d�]o=e�h�o�]i'_V`�bh�o�m�h�n=f�gA`�a�]&`�]la�h�m�lb�d<j�f�_$m `�m f�h=f�gA`�a�]2s�f�e�h�n
g'm i,q w�U�f�q�j�]i'_�b�h�o�RE]i,h�]i'p/x
S�S�W�z�t�\^]&b_V_Ve�q&]pAa�f�{�]c�]i'pE`�a�b`E`�a�]2c�]�h�`�e�i']2lbj�m `�b�d<lf?q�j�b�h�s�m�_
m�h�g�f�i,q�]o b(��f�e�`�w'm z=`�a�]Ld�]�c�]�d�f?g&n�i'f�_V_�j�i�f�g�m `�_�i']b�d�m/N�]oKb`�`�a�]L]h�oKf�g&]bl�aKg�m�h�b�h�l�m�h�nKj�]i,m f�o
[0, yΠ , A

yΠ � pAw'm�m z�`�a�]�h�e�q���]i�f�g�g�m�i,q&_&f�j�]i'b`�m�h�nLm�h!`�a�]�m�h�o�e�_V`�i,s�w,q�f�h�f�j�f�d�s�f�i�o�e�f�j�f�d�s�z'p
bh�o
w,m�m�m�zEa�f�{Mq�b�h�s�`�m�q&]�_
`�a�]�s�f�e�h�n2g�m�i,qQa�b�_
`�i'm ]o&`)f2m�h�h�f?c�b`�]�_Vf&g�bi�t 6

��������� v�w�	���	 s�w(!	��v � 	 w(���	 � ���

\^]���]n�m�h-��s2b�h�b�d)sCN�m�h�n=`�a�]�j�i'f�le�i']q�]�h�`<f�gAc�]�h�`�e�i']�lbj�m `�b�d?e�h�o�]i
_Va�f�i'` � `)]�i'q g�m�h�b�h�l�m�h�n�b`E`�m�q&]
t=1,2

p<m�t ]�t pEc�m b2f�h�] � j�]i,m f�o�lf�h�`�i'bl�`�_�t�uEf�q�b!��]9��]�_V`
e�_V]&f�g
`�a�]�m�h�g�f�i,q�b`�m f�h�b�c�b�m)d�b(��d�]pA`�a�]=g�m�i,q
f�g�g�]i,_�b=o�m�g�g�]i']�h�`/g�m�h�b�h�l�m�b�d
lf�h�`�i'bl`/g�f�i�]bla!_Vl]�h�bi'm�f���K'h!`�a�]�g�m�i'_V`"j�]i'm f�o�pA`�a�]�lf�h�`�i'bl�`"_,`�b�`�]_
`�a�b`?`�a�]�g�m i,q8f���`�b�m�h�_/`�a�]�_$a�bi']

S1
f�g<`�a�]�]r�j�]l`�]o2j�i'f�g�m `�_Vp?{�a�]i']b_/`�a�]�c�]�h�`�e�i']�lbj�m `�b�d�lf?q�j�b�h�s

f���`�bm�h�_�`�a�]&i']�q�b�m�h�m�h�n�_$a�bi']p<w
1-S1

z$tCK'h=`�a�]&_V]lf�h�o�j�]i'm f�o�pI`�a�]2g�m i,q f���`�b�m�h�_�`�a�]&_$a�bi']
S2

f�g
`�a�]
i']b�d�m/N]o=j�i'f�g�m `�_�m�h2`�a�]�_V]lf�h�o=b`�`�]q�j�`<f�gAq&bi���]`E]h�`�i's&_V`�bn�]p<bh�o DuoS2

m�h=`�a�]&]r�j�b�h�_$m f?h=_V`�bn�]p
{�a�m)d�]J`�a�]Jc�]�h�`�e�i']Jlbj�m `�b�d2lf�q�j�b�h�sMi']l]�m�c�]�_^`�a�]Ji']q&b�m�h�m�h�n8_Va�bi']_Vp=w

1-S2
z@bh�oOw DuoS21− ),i']_Vj�]l`�m�c�]�d)s?tIuAa�e�_Vp/`�a�]�f�j�`�m�q&b�d/_$a�f�i�` � `�]i'q.lf�h�`�i'bl�`�_2bi']�_Vm�q&j�d�]�_$a�bi']�lf�h�`�i'bl�`�_9��]`�{�]]h@`�a�]

s�f�e�h�n2g�m�i,qMb�h�o&`�a�]�c�]�h�`�e�i']�lbj�m `�b�d�m�_V`Vt

� t�x�t�x$QIm i'_V`Ij�]i'm f�o&lf�h�`�i'bl�`�m�h�n

\^]&_V`�bi'`E{�m `�a=`�a�]2g�m�h�b�h�l�m�b�d<lf�h�`�i'bl`Eg�f�i
`�a�]2g�m�i'_V`
j�]i'm f�o!q�bi���]`
]h�`�i's=_V`�bn�]�t�uAa�]2s�f�e�h�n!g�m�i,q	��_
f���k�]l`�m�c�]�g�e�h�l`�m f�h&m�_
`�f&q�b�r�m)q2m/N]�`�a�]�]r�j�]l`�]o&c�b�d e�]�f�g<m `�_
_Va�bi']�f�gIj�i'f�g�m `�_(�

y
ST

t
S

SV Π== 1111
,

q�br
11

θα
θ

. (15)

L�]i']pA`�a�]�_Ve�j�]i'_Vli,m j�` ST _V`�bh�o�_2g�f�i�_Va�f�i�` � `�]i'q�g�m�h�b�h�l�m�h�n<t<}/]lb�d)d
`�a�b`�p/m�h@`�a�]�lb_V]�f�g�]�r�`�]i'h�b�d
g'm�h�b�h�l�m�h�n�p&`�a�] s�f�e�h�nQg�m�i,q6o�f�]_Lh�f�`�q�b!��]Kb�h�sMq�f?h�]`�bi,sMm�h�c�]_V`�q�]�h�`�_^m�h�`�fM`�a�]Jm�h�h�f�c�b`�m f�h
j�i'fk�]l`Vt?L�f�{�]c�]i'p�`�a�]^g�m�i,q6q&e�_V`2a�b�c�]^_Ve�g�g'm�l�m�]�h�`=m�h�l]�h�`�m�c�]�_!`)fJ`)i'e�`�a�g�e�d�d)sJm�h�c�]_V`2`�a�]^g�e�h�o�_�t
uAa�]i']�g�f�i']p?`�a�]�_Va�bi']

S1
f�gE]r�j�]l`�]o=j�i'f�g�m `�_"a�b�_"`)f�]r�l]]o=`�a�]�bq�f�e�h�`Ef�gAi']_V]bi'la=]�r�j�]�h�o�m `�e�i']_

m�h�c�]�_V`�]o m�h^`�a�m�_�j�]i,m f�o<tEuAa�]^m�h�l]�h�`�m�c�]Llf?q�j�b`�m/��m)d)m `�s^lf�h�_V`�i'bm�h�`&w�K�
/z2g�f�i2`�a�]^s�f�e�h�nJg�m i,q6m�_Vp
`�a�]i']�g�f�i']p�n�m�c�]�h���s��

6 � ���S�J�J��� �E�J�;� ����� ���J�������"�G�S�J���J����� ���J���J� �;�������J�"��¤;��� ������� �J�5���J�J�J�"�;�J�
�U� �"�E�J®G� �1�2�J�,�����U�"¤;� ��� �"���"�J���"�"���;�
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01111 ≥−Π θθα gS y . (IC) (16)

}/]bi'i'bh�n�m�h�n&`�]i'q&_Vp�{�]�_Vf�d�c�]�g�f�i<`�a�]�q&m�h�m)q&b�d?_$a�bi']�f�g<j�i'f�g�m `�_/`�a�b`I`�a�]�]h�`�i']j�i']h�]e�iAi']v�e�m i']_"g�f�i
`�i'e�`�a�g�e�d�m�h�c�]�_V`�q�]�h�`Im�h�`�a�]�g�m i,_V`Ij�]i'm f�o��

.
1

1
y

g
S

Π
≥

α
(17)

�����������	��
���	��� θ1 ≠ ��� �	����������������
�������
������������� ���!����� ������"����	������������#�
��	�$�����&%�'�'������(!�����)�
�)������$�+*, ����'������- �%��������	�����	
�'����	��
����	����.(/�01'����&���	%���'��+�$�������(��������
��32
45����#������	%�����'�
�!��$�	
���'�����!�
���* � �����	�������	�����6��
��� � �$� , ����������7�����
�'�'���!��"�	���8�+����
���'���
�������7�
�7���������� ������$�	�9����
����;:

1-S1< ������=�!���'��	�� >!��+���+�$�	�?��=�'����� ��?�	���@
�����%��������A�	%��� ��B����#����&�	�� 2-45���@#������	%����'�
�!��$�	
���'�����!�
���*� ���'��� ���� , �����	�����5���5���������C!�
��+�	�$'���!�
��	�����A�	�����+����
���'���
���'������	��
�'��6)�
��&�� C%�!������	���
�	�����$� , ����7������&�	�D�$'��+�$���"E

0)1( 1111 ≥−Π− θθα gS y . (PC) (18)

F ����'��B
�����)�
���7�
���������7G!�� , ���A�$�9�����	���;���$ ��;�����	���@�+����� � �	���;��=�!���'��	�� G!��+���+�$�	�9�����	���;#������	%����'�
�!��$�	
��5'�����!�
���*B
����9���� �%�'��� ;���;H����+�62�45���������	����� � �	���?!�
��+�	��'��$!�
��	�$���;'������&�	��
�������:�I"J < ���;:3K3L < ���)����� �����72�.(��
�����
���7�����7A�	������� � , �8�&���8�	��
��"�	���8����������
�������
����8�����=�!���'��	�� A!������+�$�	�(�	��
����	���8#������	%����'�
�!��$�	
������&�"����M�%��$�����(���
t=1

�	���6!�
��+�	�$'��$!�
��	����7A�����	���8�+����
���'���
���'������	��
�'��"�$��E

)1(
1

1
y

g
S

Π
=−

α
. (19)

45����*���%���79�+���D�N��
�=����A��H������	����#�
���%������-�$�	����=�!���'��	�� 9�&��
��������5!������+�$�	��:3K3O < %��� ����(�	��������'������+��#��'������&�	��
������A:3K3P < 
��� 1�	����!�
��+�	�$'���!�
��	�$���>'������&�	��
����������A�	����#������	%�����'�
�!��$�	
��8'�����!�
���*1:3K3L < 2�45���������
���'���
���'������	��
�'3��$�('����� ��$�+�$������ A�����	���8�$��#��������6!������+�$�	��: Πy
�$�A'�
��&�����6�&%�'�'����&��
��� 

0
���A'�
��&�����

�+
�����%���� < 
�� , ������
��-�����	���������&!���'��	��#�������
������-���"�	����'���������
�'��	����7�!�
����	�$��� � S1

��� �:

1-S1).Q  � �����7G%�!G�	���B� , �G'3�����&�	��
������	�9:3K3P < � :3K3L < � , �B�&���;�	��
����	���;��=�!���'��	�� >!������+�$�	�?�����	���@#������	%����!�����R+��'��"��%��&�"��M�%�
���
��"�$��
��&�
02 111 ≥−Π θθα gy (20)

���?���� ����8�	�����	���9�+���D�S�	�;��)��	
����;�+����
���'�����7@���B�	���?�+�����&��!������$�� 2 7 45��%�� � �	���?�������9��=�!���������#��9�	���.(/�0N'����&�	�
gθ1� ���(�	���9�$� , �����	���C)����������+� α1


�)���%��-�	���C!��+��R+��'��&T$��M�%�
����$�+* � �	���9����7������8�	���9!��+���+�$�����#�������5!����	�����	�$
����
���U����5�����	��*C��%��&�5)������9��)��	
����9������
���'�����72�I"�+���+�$�	�8
����A����7��?���(�	���A'������&%��������
��
�#��8�&�	������7A!������	��������'������	���6�	���8!��+�� �%�'3�#�
�����
����	�(�&%�!�!������� 2�45���8�&%�'�'����&�(!�����)�
�)������$�+*����6�	����7����� 
!�����R+��'��"��
��-���C�����+��%�����'��������	��������������%��V�	�������������$ A����	���8!��+���+�$�6�$��#�����
����$����7A
��(�	���8.(/�0W'����&�
�+%���'��+�$�����$�(��������
��32

7 �������J���S���J�"� ���N�J�"��� �E�H�J���J�;��� � ���M� ����� � ����� �����J���"�E� ���
�������2�"�J� ���E�"���5���J���"§������J�1��� �"���)�J���S���J���N�J��¤R� ���
���;�J���J�&�;�����2�"�J�7���2�"���S� ��� ���G����� ���J§ �S�"�J�J¤)�"���U�J�������"�"�J�2�����"�;�"�G���J���,�"�;���������"�"���J�J�;�����2�J�����G�)� ���U�"��� ���J���J�E§��������J�"�"���
�G���R� ���f���G�J�"�"�J� �2��� �"�����J�;¤M� ���J�J��� �"���N�J���S�����"� �2�"�"� �"�R��������� ���J� ���"�1�����;§;���)� ���5���"�;�J���J� ���M���f�"���N���J���"§����������+X1�J�J�
���J���J�S�2�"�J�H���"�J���X�������2�"�J�ZY�� ��[S���"�E��� �&\�� %J« ª '; ()G�U´S�������f�2���"�5�2�G�J�"�"�J���J����� �J� �2§;�"�5�J��¤R� ���E�2§;¤;�;�J���"�f�����
balanced.
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� 2�K�2 � F ��'����� �!������$�� ���
���U����"�����	��*8�&�	
�7��

I"�+��'����� �����7C���C�	�����&��'����� 9!������$�� ?��
���U����5�����	��*A�&�	
�7�� � �+2 ��2��	����'�
��&�A��� , ����'��C�	���A�+���D�N��
��8�	
������� 
���;��������#�
��	�?���B�	���?�+�$�D�&��!������$�� ;)�%���
3���	����!��	� � 
�7�
���� � �	�@�����	�����$�;�	���?�&��'����� @!����D�$�� � �	��� firm’s��
�=����A��H�
��+�$����!�����)��$���V��
��-��=�
�'��+��*8�	�����&
������&�	��%�'3�	%�����
��5�	����������
�)���#���2�45���8�+���D�V��
�=����A��H����

.0)1((PC)

,0(IC)..

�����

2222

2222

2222
, 22

≥−Π−

≥−Π

Π==

θθα
θθα

θα
θ

gS

gSts

SV

y

y

y
ST

t
S

(21)

�	��
�������������� � ������������������ α2
��� ��� ��� ����� � ��� � 
 �������� � �!��"#��� � �%$&�������������� α1 '

����(��
�����
����)� � 
�
� ��� ���%����� � ���%$&
*��$&
�!� �#� ��
���+� � $ �-,#.	/10 �����$ � � � $ � � � ���!� � �%������)�2��� � 
���
*����3��� � �!��"#��� � �%$&�(� � $&���%� �34
5 ���&��
�63���3�������78$3�!����$&
��"#��� � �%$&�3��$&
�!� �#� ��
��� ,#9#:;0;� 
� ,#<=:;0 $&� ,#.	/10 '

78�+��� � ��)�>��� � �?����>� � $&���%�
����)���@��$ � ����A� � $�B������@��$+$&�� � ��
+����
 � 
����
�6>��$ � �!����$&
�+��� � �%$&� �����#C ���=��
� �#D�� �&�!�=��&E

.02 222 ≥−Π θθα gy (22)

F ����� � ��
&� � � � ��� � ���G�$@�%�>$&�	� � $&���%���H��
+����8�!����$&
�>��� � �%$&� � �&�!�	��8����6&�� � ��� � 
>��
+�������� � �!�	��� � �%$&�
�G��
���� α2<α1

4?9 �8���*��
���&�%����)��� D ����� ��� ��� � �8��� � � � $�B�������� � ��� � �������I$&
��� '
�%�+���*� ��� ��� � ��$I$&�� � ��


�#��
 � 
����
�63��$ � �����%�H� � $�B#�����J��
>������!�&��!��K�����
�J��� � �%$&� 4 F �� � ����$ � � '
����+�!� ��� �+$&�?� � $&���%��� � ��� � �&��
63��$

����A)��
��� � �A� � ���%� � ����$ � � � 
 D8, 1-S2
0J� �%�!$>� � �L��$+��8� ��� 6�� � ��� � 
���
�&� � ��� � �!�=��� � �%$&�+��$&
� �#� �1����
6 4

M 4�/�4 M �=����$&
�+��� � �%$&�+� � � � 
�G�%$@
��!� � 6��

N ��
 � ��� D '
���J�������� �O� 
�����&�;� � ��� � 
 � �	����
 � 
�����
63��$ � ������ � � � 
�G�%$@
>�!� � 6�� ' 8

�������� �O�*P � �+��� � � ��Q � ���%$&

� � $&���%� �R� 
�S���� � ���!����������)�T��
�����
����)�U��$ � � � �����������%� DV� 
�S� ��� ���%����� � ���%$&
V��$&
�!� �#� ��
���W��
S�������
�!���6 ��� � ��� �A6&��)��
�� D E

.0])1()[1((PC)

])1([(IC)..

])1([X�Y�Z

2222

y22222

2222
, 22

≥−Π−+Π−

Π+≥Π−+Π

Π−+Π=

+++

+++

++
=

θθθ

θθθ

θθ
θ

gS

SgSts

SV

y
A
y

Duo

Duo
y

A
y

Duo

y
A
y

DuoST
Duot

S Duo

(23)

[ � � ��� � ���&��� � �	����8)��
��� � �8� � ���%� � �&��$ � � � 
 D ��� � �����8��$>�����!����
6��&���G�>�����78����
+����8��7A$>� � $&���%�?�%��)�����
� � � ����Q���� ' yΠ � 
� A

yΠ 4 F �� � ����$ � � '
����>����
 � 
��� � �J��$&
� �#� �1�L� � 
3��>��$&
�&�%���%$&
���*����$&
3������!�>� � $&���%�

����)����� 4 F ��>��
�����
����)�+��$&
�!� �#� ��
�?��
2�������A�!�&�6 ��� �+�!� � �����H��� � �J����+�!� ��� � DuoS2

$&�?� � $&���%��� � ��� � �&��
�6
��$W����I��� �O� �&
��� � � � ��������&�+��
�)����!� � ��
� � �&�!�2��\���%6&�� � ��� � 
W����I�!� � $&�3�&��)�� � ����� � ���!� ��� ���
� � ����
�&�%��� � ��� +

2θg
�&�%���A����+�G� ��� �+$&�?��� � � � ��
2� � $&���%���

y
DuoS Π2

��� � �J����+��
� � ��� � ��
��� � $&��� � ��
����� '
��


����A�!����$&
�+��� � �%$&�+� � � � 
��G�%$@
��!� � 6�� '

$>�%
�
$&) � ���%$&
+��� � � � ����Q���� 4�] � ���#�#� 
6&��
�6+��� �#� �;�%� � �&�L��$JE

8 �����)���������"�"�E���U�"���H��� �����2���G�J�"��¤5�J��§;�"¤f�2�H�;�"���5�J����§;���5��§;�J�5� �;����� ���f��� �J�]�J��§;�"¤5���J�"��®G���"���J���J��� ������§ �2����Y;§;�J���
� �;���������"�"���f�J��¤E���G��±;�J�2�J¬ ���J�����"���f���J�"�"���"� �"�J���2°��E� ���"�S�J�����J�,� ���U��� �J�Z´S��§;�"¤f�����������G�G���)��� ���J���J� ���2�J����� �J���J�������)� ���
�J¬ ���J�����"�����2�;�����J�
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)(2
y

A
y

Duo g
S

Π−Π
≥ . (24)

5 ���&�%���%$@
 � ��� D ' �
� ���#�#� 
6&��
�6+����A� ��� ���%����� � ���%$&
���$&
�!� �#� �%
�=$&�=����A)��
��� � �A� � ���%� � ����$ � � � 
 D ��� � ���L��$JE

y
A
y

Duo g
S

Π−+Π
≥− ++

+

)1(
)1(

22

2
2 θθ

θ
. (25)

5 ���&��
�6>���2�������
�����
����)� ,#. � 0L� 
�2������ ��� ���%����� � ���%$&
 ,#.���0 �1$&
�!� �#� ��
���H$&�J�������H� � $&���%� � ' 78����� � ��)�����A
���=� � �����������+� � $&���%���;��
�����A� � � � 
�G�%$@
��!� � 6��&E

02)1( 2222 ≥−Π−Π−+Π +++ θθθ gS y
Duo

y
A
y . (26)

F ��2� � �&����������� � $&���%����$&�;����2� � � � 
��G�%$@
*�!� � 6�� '
�%���!������2�G� ��� �2$&�;� D��+� ��� � �%�2� � $&���%��� � ��� � �&��
�6(��$

����2��� �O� ��$ � ��
����
����)� � � � �!$&
�� ' �
�&�!�H��3����6&�� � ��� � 
���7��%���3���� ��� $&��
�H$&� ]���� � � ����
�&�%��� � ���

�!�����2��� � �?����
 � 
�����
6*���A$&�� � ��
��� � 
�*���&
��� ��� �>��
�)���!�����2� � �������&��� D=4 [ �+�!� �>�+��� ��Q��+$&� �;� 
 � � D �1���
$&�=����A�!�$ � ��"���� �#� ��$&
� �#� �1���L��
�����8��$@���%$&7���
�6+� � $&�$&�!�%���%$&
 4

)w;v���v�y���	 �Gv � ����� � v�w�	���	 s�w#!	��v � 	 w(���	 � ��� �;z

�	��
��������������������������������������������	�����	�������� !�����������"
�� �#��������$���������������%�������������� ST
tΓ ���'&)($�+*��������

�����,���������-/.0����
�������������%����1�����2������2���������1�3�������34��5�������������%�
6�7�980�������+���"���"�������������
��2�����
���������������%����������������!�����:���������������!80�������
;�3����<��=������#>?����������@�����9��������
A80�������
;�3����<��=������#>
���������������
������=��������
@80�������
��'B80���������������������������#80������C�% >��������=����C���DE>�F

[ ]min1
111 )1(, y

ST
t SS Π−Γ = ,

 !�����
1

min1

1
1

1
1

2G
;)-(1; H gg

S
g

S y
yy

=
Π

=
Π

≥
αα

� θ1,α1≠0.

[ ]min2
222 )1(, y

ST
t SS Π−Γ =

�  !�����
2

min2

2
2

2
2

2I
;)-(1; J gg

S
g

S y
yy

=
Π

=
Π

≥
αα K θ2,α2≠0.

[ ]+
= ΠΠ−Γ 2222 ,,)1(, θy

A
y

DuoDuoST
Duot SS K

L ,���M
y

A
y

Duo g
S

Π−Π
≥2 ;

y
A
y

Duo g
S

Π−+Π
=−

++

+

)1(
)1(

22

2
2 θθ

θ N
02)1( 2222 ≥−Π−Π−+Π +++ θθθ gS y

Duo
y

A
y .

KL�N��!1/�!1�N/�+�/����M!182/�!E������/�4,8�%�����/,��4,��/,9U4�$&�2!1� /�4�!1PS!182�R�2�,�2!1F�� �R4�/�.��"!1/,9U4�$
0�.�/,��#M$&*2!1/,�������2$Z0�$&� �
!182/���!182��05���&�G05/,9&��82/�� �H$&%S.�� $&%��"!1�E!182/�!S�"!S� ��d�F��"� ���f%1$&�).�/���!1�"4,��.�/�!��"$&�N���5!182��%�����/,�24,��/,9
4�$&�2!1� /�4�!J:�')82�
% �"�J05PU$&�R!182�N$�!182���f82/,�2C�PU$&*,!1/�������/�!�9"��/,��!�!182�M05�����G05/�9���82/�� �R$&%E.�� $&%��"!1�5�2��4,������/��J#�%1$&�H����4��,�2!����2�
� ��/���$&�2��PU/���Q��,9�9U/���/,9G9S/�C�C&�"!��"$
�2/,9U.�� $&%��"!1�����M4�/,���N$&%E%1�G��/,��4,��/,9U��9�/�4�T�P)��: �&:&��%�!182�N.�� $,[���4�!�e"��.�� $&%��"!1�
��F�� .�/�����!182��05���&�G05F&0`!182� ����82$
9"CN9��,�2�,9�:
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<S:�p�: A�}E$&0�.�/��J����$&��$&%�!182�H��82$&��!1c�!1�;� 0`4�$&�2!1� /�4�!1�

O �N/�C�C&�"!��"$&�N!G$R!182��/��2/,9G#2�����f$
%U!182�505�����G05/,9���82/�� �,�f/��2CR.�� $&%��"!)9��,�2�,9���P�Q��5Q�/��2!U!G$�T��2$&Q^�"�RQ�8���4,8
��!1/�+����"!����M0�$&��!�C���%�% ��4�F&9"!�%1$&�5!182�Z#,$&F��2+h%����J0¦!1$L$&*2!1/��"�X��82$&� !Gc !1�;� 0 %�����/,�24,����+S:)')82��� �,%1$&� ��PHQ��
4�$&0�.�/�� ��!182��!G$�!1/�9&.�� $�[���4�!S%�����/,��4,����+N� ����!1� �"4�!��"$&�2�E$&%S!182��%���� ��!Si ?�@�jU/��2CN����4�$&�2CN.����J�"$&CRi ?�?�j)0�/�� T���!
���2!1�J#���!1/�+�����Q��"!18�!182�H� ����!1� �"4�!��"$&��$&%�!182�H���2.�/,�����"$&����!1/�+��Hi ?�=�j;V

02 111 ≥−Π θθα gy , (20)

02 222 ≥−Π θθα gy , (22)

02)1( 2222 ≥−Π−Π−+Π +++ θθθ gS y
Duo

y
A
y . (26)

W��MQ��782/,�2�7��!1/�!1��CX/�*2$&�2��PHC�F���!G$
12 αα <
PH.���$�[���4�!�%�����/,�24,����+h%1$&�N/7%��"�J0 Q�8���4,8X82/����2$&!�#,��!

��F�4�4�������%�F&9�9G#��,�2!1��� ��C�!182��0�/�� T���!1P&�"�E82/�� C����U!G$�$&*2!1/����5����!182�H����4�$&�2C5!182/,�5����!182��%���� ��!S.���� �"$&CS:,')82F���P
4�$&�2C&�"!��"$&�Ni ?�?�j)$&%U!182������4�$&�2CR.����J�"$&CR0�/�� T���!U���2!1� #5��!1/�+��5�"�H0�$&� �5� ����!1� �"4�!����2�5!182/,�M�"!1�H4�$&F��2!1��� .�/���!
i ?�@�jU%1� $&0`!182��%��"�J��!�.���� �"$&CS:

�����2!1PEQ���4;$&0�.�/�� ��!182������05/�� T���!H���2!1� #���!1/�+���� ����!G� �"4�!1�"$
���NQ��"!18Z!182�����2.�/,�����"$
�Z��!1/�+���4�$&�2C&�"!1�"$&�
i ?�=�j;:2B����2/,�24,����+����H��/��������E!1$R$&*2!1/����M���R!182�5���2.�/,�2���"$
�R��!1/�+���PS��: �&:�/,%1!1����!182�N%����J0 82/,�����2!1��� ��C�PS!182/��
*2�,%1$&� ��0�/�� T���!����2!1� #,P
��%�!182�H���2.���4�!1��C5.�� $&%��"!1��/�� �H8��"+�8����;V

ytty
Duo

y
A
y S Π≥Π−Π−+Π ++ θαθθ )1( 222

� &��+����� K
�
, (27)

Q�82��� � θt=θ2
+=θmax :�W�%1!1���U� ��/���� /��2+&����+5!1��� 0���P&Q��H4�/��2P&!182��� �,%1$&� ��P&�J!1/;!1�&V

�)w;v���v�y���	 �Gv � �	��
 � � � � �#� ��"&w;s�y�	Jw(� �	 �Gv � y��;z

 M�� ��������,���� & � ��M�� � ,�������(�,�����(�&���������(�������M�& L �+��M���� � &�� θα )/1(1/ �� 21y
A
y

DuoS−−+≥ :

i) ��M�&������ ������) � ,�������(�,���� ,��"������,����"��& &�������,�� ,�� ��M�� ����$%������,�&�� $0M�������� � � ��������'�(�(������ � '���)*���������
�������! ��
��M���� ,�� ��M�������������'�$������������ ��� � &���� )*�����������������! ���!

ii) ��M�&������ ������) � ,�������(�,�����,��+)*&�����#�, ��� ,�(�'�������& &������ ,�� � &��+��M�������(�&���#�����������'�$"$0M������*� � �����.��M��� �&�'����� ,���),M����+����������#� � ��, ����#�&���(�� ��& ���������+��M���)*����������,�� ��M�� � ,�������$%����,�&�#�!

����$&.2$&���"!��"$&�a< ��!1/��2C��]��� /�4�4�$&� C�/��24�� Q��"!�8 !182� �,0�.&�"�J��4,/,97%�/�4�!Z!182/�!L0�/,��# ���,�2!1F�� � 4�/�.��"!1/,9
4�$&0�.�/,�����,�5.�� �,%1����!G$7%�����/,�24,�M!182�M���2.�/,�2���"$
����!1/�+��M$&%H#,$&F��2+Z%����J05��P�Q�82��� �,/��5$&��9�#Z%���Q �2�,�2!1F�� �
4�/�.&�"!1/,9�����!1�H��.���4,��/,9G��g��N���M��!1/���!1F�.�%�����/,�24,����+S:&O �MI����J0�/,��#,PU$&��9G#7p � .����f4����2!�$&%��2�,�2!1F�� �N%1F&�2C���/�� �
C����2$&!1��C�!G$7������C7/��2C7��!1/���!1F�.7%����2/,��4,���2+�P�Q�8���9��M���2.�/,�2�;�"$
����!1/�+��M%�����/,�24,����+7/�4�4�$&F��2!1�N%1$&� ��� .����
4����2!f$&%f!182�M����������!�0��,�2!1�5i 
EF��2C���������� *2/,�2C7C���F�!1��4,82���#"H/�.&�"!1/,9�*���!1�,��9G��+�F&�2+���+&�����,9G9���4,82/,%1!1�,�2P�?�@�@�@�j;:
_S��05�G9�/��J9G#2P)!182� q�3)}E-a� ��.2$&��!1��%1$&�f3)F���$&.��5!182/�!E!182�M9���$&�Se"�5��82/�� �M$&%H�2�,�2!1F�� �M4�/�.��"!1/�9E����������!�0��,�2!1�
/�� �¦C���C&�"4�/�!1��Ck!G$ 9"/�!1���a��!1/�+��Y����������!�0��,�2!1� ��� ����!1/�*�9G����82��C *2F��������,�����,� /,�2C 0�/,�2/�+��,05�,�2!
buyouts/

*2F&#������Ni q�� +�/,������/�!��"$&�7$&%H3)4�$&�2$&05��4�}E$&c $&.���� /;!1�"$&�7/��2CZ-��,�2�,9"$&.&05�,�2!1P�p	����=�j�: ')82����_
�2�,�2!1F�� ��4�/�.&�"!1/,9����2C�F���!1�J#,P�82$&Q����2��� PS82/,�H��8���%1!1��C�%1� $
0 p � .����E4����2!)�J!1/���!1F�.M%����2/,��4,���2+�PS= � .����E4����2!
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9�/�!1������!1/�+����"��������!�0��,�2!1PE/��2CZ?�@Z.�����4����2!H9"�,�2��� /�+���CX*2F&#,$&F�!1�R/��2CL/�4�d�F&�����"!��"$
�ZC���/,9��RC�F��J���2+L!182�
p	����@��5i _�/�8�9�05/,�2P�p	����@�j�!G$&Q�/;� C��N/�8��"+&82���5�����2�,��!�0����2!����2!1$Z��/�� 9�#7��!1/�+���*2F&���������������,:�
f9�/�4�TZ/��2C
I���9���$&��i;p	������jH��!1/;!1�N!182/�!���_L�2���2!1F�� �R4�/�.��"!1/,9U4�$
0�.�/��&������P)�2$&Q�/�C�/,#2��P������2�,��!E����/,9G0�$&��!E/��N0�/,��#
��/��J9�#^��!1/�+��`/��h9"/�!1��� c ��!1/�+��\4�$&0�.�/,��������PMQ�8���4,8^!182�,#^��F�+�+��,��!��"�XC�F��]!G$a!182�]0�$&� �]4�$&0�.&9���!1�
C����2�,9"$&.&05�,�2!�$&%�!182�H��_M�2���2!1F�� �H4�/�.��"!1/,9&05/�� T���!1�,:

~�$&Q����2��� PH�����24��7��82$&��!1c�!1��� 0¦4�$&�2!1� /�4;!1�MC2$h�2$�!�/�9�9"$&Q¦%1$&�R���2!1��� !1��0�.�$&� /,9H!1� /��2��%1��� ��P�!182�,#L� ����!1�J�"4�!
% ����/,�24,����+7!G$Z.2��$�[��,4�!1�5Q��"!187�2���J#�8���+&8����2.���4�!1��C7� �;!1F�� �2�,:�O ��!182���2���2!H��F�*�����4�!��"$&�7Q���P�!182��� �,%1$&� ��P
/��2/,9G#2g,�5Q�82��!182���f9"$
�2+�c !1��� 0 4�$&�2!1� /�4;!1���2+MQ��G9�9)�G05.�� $&�2�N!182�N%�����/,�24,����+�.�$&������*&��9G�"!����,��%1$&�E!182�R#,$&F��2+
firm.

����� nEv ��� � 	 s�w(!	��v � 	Jw(���	 � ���

3)0�.&���J��4�/,9G9G#,PU!182�R%�����/,�24,����+�82$&� ��g�$&�M$&%��2�,�2!1F�� �N4�/�.&�"!1/,9U.�� $�[���4�!1�5�"��� /�!182����0���C&��F&0 $&�H9"$&�2+�c !1���J0
!182/�����82$&� !Gc�!1��� 0MV { ���2!1F�� �M4�/�.&�"!1/,9)4�$
0�.�/,�������5!�#,.&��4�/,9�9G#�.�� $&����C���%1F&�2C��N%1$&��/�.���� �"$&CZ$&%H!182� ���M!G$
% ������#,�,/�� ��i I�$&0�.���� ��PUp	������j;:;')82��� �,%1$&� ��P&Q��H�2$&Q\���2���,��!1�"+&/�!1��82$&Q`9"$&�2+�c !1��� 0]4�$
0505�"!�05�,�2!S$&%S!182�
�2�,�2!1F�� �X4�/�.&�"!1/,9�4�$&0�.�/,��#\4,82/,�2+��,�7!182�h%�����/,�24,��/,954�$&�2!1� /�4;!1���2+S:f')82�X���,�2!1F�� �h4�/�.��"!1/,954�$
0�.�/,��#
82��� �,*�#N4�$
0505�"!��f!G$M��F�.�.�9�#�����+�%1F&�2C��H!1$R!182�5%����J0a%1$&�E!1QH$���F�*2����d�F��,�2!).���� �"$&C��,:�')82F���P�!182�5�2/��J�"$&F��
��82$&� !1c�!1�;� 0 4�$&�2!1� /�4�!1� /�� � � ��.�9"/�4���C *�# / ������+&9�� 9"$&�2+�c !1��� 0 4�$&�2!1� /�4�!GP

),,,,,( 221221
+Γ θθθLT

Duo
LTLTLT SSS

P�Q�8��"4,8���!1/�� !1�5����!182�M%���� ��!f.���� �"$&CZ/��2CZ4�$&�2��� �N!182��Q�82$&9���.�� $�[��,4�!
82$&�J�"g�$&��:R')82� %�����/,�24,��/,974�$&�2!1� /�4�!X�"�]/a!1��05��cJ�2/��J#�����+ ��8�/�� �a4�$&�2!1� /�4;!LQ�8���4,8 .�� ����4��J��*2�,�]!182�
.�/�� !1�"4,��.�/�!��"$&�`/��2C^����4��,�2!����2�h4�$
0�.�/�!���*�9��h��82/�� ���Z/�4�4�$&� C&���2+]!G$]!182�h� ��9"�,�2/,�2!M��4�����/��J�"$ ���`��/�4,8
period.9

B
F�� !182���J0�$&� ��PN!182�\9"$&�2+�c !1���J0 %�����/,�24,��/,9R4�$&�2!1� /�4;!�.���$&�2�"C&���X� $�$&0b%1$&�Z���2!1��� !1��0�.�$&� /,9R!1� /��2��%1��� �,V
KX8��G9��5F&�2C����E��82$&� !1c�!1�;� 0a%�����/,��4,����+�PS!182�R#,$&F��2+�%����J0aC�$&�����2$&!�/�9"Q�/,#2��$&*2!1/,���M/N�2��Q 4�$&�2!1� /�4�!)%1$&�
!182� ����4�$&�2C|.����J�"$&C�P ��: +S: ��% !182� ���2.���4�!1��C|.�� $&%��"!1� /�� � C�� /�Q��|%1� $&0 !182� ���2!1��� �2/,9
[ 22222 θθαθ gg y ≥Π>

� PU!182��.�� $�[���4�!HQH$&F�9"CL*2��.�� $&%��"!1/,*�9���F��2C��������,9G%1cJ% ����/,�24,����+�PE*2F�!H���NC��������,C
�2�,�2!1F�� �N4�/�.&�"!1/,9SF��2C����f��82$&��!1c�!1��� 0 %�����/,�24,����+����M!182�N����4�$&�2C�.����J�"$&C�P)Q�8���9��M9"$
�2+�c !1��� 0 4�$&�2!1� /�4�!1���2+
.����J05�"!1�N!182��%��"�J0Y!G$Z!1� /��2��%1������82/�� ���N$&%H���2.���4�!1��CZ.���$&%1��!1�R*2��!1Q������7.���� ��$&C��N/,�2CZ��4��,�2/��J�"$&�,:U')8����
05��/,����!182/�!1PS������!1��/�CM$&%�*2� ��/�T&����+��,�2�,�����M��/,4,8�.����J�"$&C�PU!182�R�2�,�2!1F�� �R4�/�.��"!1/,9U4�$
0�.�/,��#M/,4�4���.�!1��!G$
���2+�/�+&�N���R!182�5.�� $�[���4�!)/��H9"$&�2+M/��H!182�5���2.���4�!1��C�!G$�!1/�9S� ��.�/,#205�,�2!1��4�$&�2���E!182�N��F&0a$
%�!182�N� ������/�� 4�8
/��2C\C��,�2�,9"$&.&05�,�2!N4�$&�J!1�����h*2$&!18h.���� �"$&C��,:E')82�L����d�F��,�24��L$&%N.�/�� !1��4,��.�/�!��"$&�\4�$&�2��!1� /����2!1�Z�"�7!182F��
� ��.&9"/�4���Ch*�#Z/7������+&9��Z���2!1��� !1��0�.�$&� /,9f.�/�� !1�"4,��.&/�!1�"$&�L4�$&�2��!1� /,���2!�:)O %�!182�7�2���2!1F�� �Z4�/�.&�"!1/,9H4�$
0�.�/,��#
/�+�� ������!G$�!182�N9"$&�2+�c !1��� 0 %�����/,��4,��/,9S4�$&�2!1� /�4�!1PS� ��%�����/,�24��G��+�%1$&�E!182�R#,$&F��2+7%��"�J0 ����+�F�/�� /��2!1����C�Q��"!18
4���� !1/����2!�#
:
')8����50��,/,�2��!182/�!E��%f05/�� T���!E���2!1� #�%1/,�G9���C7����!182�M%���� ��!E.���� �"$&C�PU!182�M%��"�J0 82/��5#2��!E/��2$�!182���
4�82/,��4��H!G$N�����2$&�2/�!1�H/��2C5!G$5���2!1���U����!182�H�2���2!�.���� �"$&CS:�~H$&Q����2��� P&C�F��f!G$5!182�����2!1����!1��0�.�$&� /,9&��!1� F�4�!1F2� �
$&%N!182�L%�����/,��4,��/,9�/�� � /,�2+��,05�,�2!1P�!182�L#,$&F��2+`%����J0 82/��705$&� �Z$&.�.2$&��!GF����"!��"�,��!G$`C��"����� !5!182�L%1F&�2C��,:
B��"�J��!�9�#,P�!182�5%��"�J0 4�/,�NC&������� !U!182�5.���$&���"C���C�%1F&�2C&�����R*2$&!18M�����2����!�0��,�2!).���� �"$&C��,:�_���4�$&�2C&9�#,PS!182�N%����J0

9 �����"�����"�J�;¤;�S� �H�J����� �J�������"�f� ���&���J��§;�"�"�S��� $ ¤;�E���"�2�J��¤ V ���"�J�"¤;�����G� %J« ª;ª�¢()G�2´S���f�1����´��"���J�����"� �E�J®G� �����G�J�"�J�;�&�1�;�G���
�J����� �J���J���"�
�����"� �����������U���J���"§����������+X1�J�J�"�
§;��¤;���S§����J�G�J�"��� �;�"���
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4�/��ZC&������� !�!182�7%1F&�2C&�M!G$&C�/�#Z/,�2CX4�/,�L*2��!�$&�L/7.2$&���"!����2�7� ��/,9G��g�/�!��"$&�L$&%�!182�Z�����2$&�2/�!��"$&�L.�� $�[���4�!
!G$&0�$&� ��$&QR:NO �a!18����`4�/�����PZ!182� 9"��/��J�����2+ .�� $&4������]/,*2$&F2!L!182�a.���$�[���4�!�e"�]d�F�/,9G�"!�# Q���9G9Z*���4�$
0��
/���#�0505��!1�J�"4&VS')82���2�,�2!1F�� �M4�/�.��"!1/,9)4�$
0�.�/,��#2P�$&��!182�M$&�2�M82/��2C�P�F�.�C�/�!1���5�"!1�5*2�,9G���,%��N*2��4�/�F&����!182�
.�� $�[���4�!�� �;!1F�� ��/�%1!1���S!182�H%���� ��!�.����J�"$&C5�"��g���� $U:;')82�H���2!1� ��.�� ���2��F�� P&$&��!182��$�!182���)82/��2C�P
T��2$&Q��E!182/�!�!182�
.�� $�[���4�!U%1/,�G9���CR/��f/�4�$&�2����d�F��,��4���$&%U8�����8���C�C��,�N/�4�!1�"$&�N/���CRC�$&���H�2$&!U/�C;[�F&��!)82���E*2�,9����,%��H/,*2$&F�!U!182�
.�� $�[���4�!�e"��d�F�/,9��"!�#�:�O ��%1$&�J0�/�!��"$&�5*2��4�$
0�����/,��#20N05��!1�J�"4�P&/��2C5!182���,�2!1� ��.�� ���2��F��)����P
!182��� ��%1$&� ��P
+�� /��2!1��C
/��5����%1$&�J05/�!��"$&��� ���2!�i�!G$5*2�H��.���4,�G%����,C5*2�,9"$&Q�j;:

')82�R0�/����G0N��g�/�!��"$&�M.�� $&*�9"�,0 $&%�!182�N�,�2!1� ��.�� ���2��F��fF��2C�����9"$&�2+�c !1��� 0 4�$&�2!1� /�4;!1���2+�P)�G%E!182�M%�F&�2C���/�� �
�������,��!1��C�!1� F2!182%1F&9G9G#�/,�2CN��%�!182���2�,�2!1F�� �H4�/�.��"!1/,9�4�$
0�.�/��&#�/�+�� ������!1$N%�����/,�24���!182��.�� $�[���4�!1P
�"�E+&�����,�5/��
follows:

])[1(])1([ 2221122211111
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Π−+Π−+Π+Π= ++ θαθαθθθαθα
θθ

. (28)

T ����!#&�!#��& � &�� � !#��&�!%!#����
��	�� . � ��� ��� !I�&�'���& ���  ��� ��!#&�� � � �  �����!��� � !���O�,�� � .��2! � �$���4. � ��� ��� !#���� � !��2�$�P,�� ��� ��-�!�� � �$�2J ��� 7�L B � &�!#� ��� � 6�� �R�$��,��$����� � !#�A!#��� ! � !#&��*��O�,���-�!#��.U �&�� � � � 
3!#��� ,�� ��� ��-�!&�-�-�� � � ��� ! � !#���>� � !#�$��,��$� � � � �$(I�	
"�;���*�	�����	����� ��� ! � &��	� � -�&�!#�>!#���*
 ��� .���!#� � !#��
 � ��� �0�  ����4!#���*��� � �2�,�� ��� ��-�!%� � �$�2J ��� 7�� � � -�� ��� .����G� ����� +$!#���$ - ��� !#�$&�-�!#� ��� (M!#����� � !#�$��,��$� � � � ����&��".��	
�
����$� � !I, � ���;�	<��	���2!��	���! � .��	 ����$!I!#���>
 ��� .��4. � ��� ��� !#���@��� � �2�>
�� � & � -�� ��� � � ���2J ��� (%���@��&� ��@! � &�-�- ����� !�
 � �"
 ��� �".��	
$
����$� � !� � -�� � !��	 ��4- � �,�&�!��	<����	�2! � - ��� .��2!�� �M� ��( � 6�� &�+$.�� E
y

LT
Duoyy

A
y

LT
Duo SgS Π+≥Π+Π−Π 2222 ])([ θθ . (IC) (29a)

� ��� .��2!�� ��� � 6�� &��3,��$�� �� � !#�R!#���P
��2�� 
�� �  @�	� � ��� � 
�
 ��� .��R� � !#���P����- ��� . ,������ � .U�	
3�2!���&��
!#� � !#��
 � ��� � � �  �����!#��.@� � !#����
��	�$��!:,����$� � .@& � .>�&��$'���!:� � !#� � ��&�� � -�- � �$�$��. 7

2222 θθα gS y
LT ≥Π . (IC) (29b)

� ��� .��2!�� ���0� 6�� <��1,��$�� �� � !#��!#���>
��	��H
�� � H>�	� � ��� � 
"
 ��� .���� � !#���>����- ��� .�,������ � .��	
1!#���0
��2�� ��&��
!#� � !#��
 � ��� � � �  �����!#��.@� � !#����
��	�$��!:,����$� � .�(�< � ! ��� � � !#� � ��&�� � -�- � �$�$��. 7

2121 y
LTLT SgV Π+≥ θαθ . (IC) (29c)

� ��� .��2!�� ���@� 6�� -�����!#&F!#���G!#��&�!M!#������O�,���-�!#��.> �&�� � � ��� .�����!#� � !#��
 � �:� �  �����!��� � !%��� ��� �2.><������ � ������!#��& �
$�2����!#+$,����$� � .0.��	 ������;� ���*� 
G
 ��� .��4& � .0� � <�����B � � � !I!#� � !���
 � �%� �  �����!��� � !�� � !#���@����- ��� .0,������ � . 7�� � !#�!#��&�!M!#����&�, � ��!#�F�$� � ����<����	�	��
�� ��� !#������� � ��!%��& � .>�;�	.�� � 
%!#���	�"��B � &�!�� ��� &��$����B � &��M! � α1
� � ��!#��&�. � 
 α2<���-�& � ���4!#���4� � !#�$��,��$� � � � �I. � ��� ��� ! � ,�.�&F!#��.@�����I<����	�	��
��G&�
#!#���I.��� ��	&�!�� ��� 7

21 θθ ggV LT +≥ . (IC) (29d)

N � � &���� � (�- ��� .��2!�� ���?� 6�� .��0����&�����,��$�� �� � !@!#���A� � !#�$��,��$� � � � �0
#� �  !#���?@�	� � ��� � 
*
 ��� .��/� � < � !#�,������ � .�� 7�� � �$� �  ����$(:!#���>� � !#����!#���, � �$&��:,�&��$!#�2-��	,�&�!#� ��� - ��� ��!#�$&�� � !�
 � �G!#���@ �� � ! � �$�@-�&�,��2!#&��%- � �,�& ����	� � �	 �� � &��"
 � �	� � ��� E

.2)1()1(

])1()[1()1(

11222

22211111

θθαθα

θθθαθα

gS

SS

y
LT

y
A
y

LT
Duoy

LT

≥−Π−+

Π−+Π−+Π−
(PC) � ��� �



18

) ���@�;��&��$��� � 
�,�� � 
��2!#�4!#��&�!I!#���@ �� � ! � �$�@-�&�,��2!#&��:- � �,�& ���*� <�!#&�� � ��� � < � !#�*,����$� � .��� � ��!�<��>�	&�� � ���!#��& � !#���4� �  � 
%
 ��� .��"� �  �����!#��.>� � !#���4!#� � � � <�����B � � � !%
�� � & � -�� ��� ,������ � .�� 7

T �>& � &�� � J��>!#���>@&�O��	>�	J�&�!#� ��� ,�� � <��	��H� � !#� � ��!#��,�� EMN �2�$��!G���>� ��� '�
 � �G!#���*@� � ��@&��I� � -�� � !��	 ��- � �,�&�!��	<��	�*�;��&��$���@
 � �4�����2-���!#���*� � !#�$��,��$� � � � ���2�����	����� ��� ! � !�� � !#��
 � �	� � &���� � -�&�!#�0!#���0
 ��� .�� �  ����!#���4��� � �2��,�� ��� ��-�!%
�� � & � -�� ��� � � �$�	J ��� 7 ) ��� � (:� � &�����- ��� .>��!#��,�(M����-�����-�' ��� .����������	-��@- ��� .��2!�� �M� �!#���4,�&���!#�2-��	,�&�!�� ��� - ��� ��!#�$&�� � ! � 
:!#���4 �� � ! � �$�4-�&�,��2!#&���- � �,�& ����� ��� ���2�"
 � ��
$���	�	��. 7

�%7 6%7	8 ) ����� � -�� � !��	 ��4,�� � <��2��
T �*� � �	 ��*!#���0� � -�� � !��	 ��*,�� � <��2�� � 
"!#���0
��2�� < � <�&�-�'���&��$.R� � . � -�!�� ��� 7 ) ���0!#� � ����- ��� ./,����$� � .- ��� .��2!�� ��� � � 6�� &��R& � . � 6�� <��? � ��!/<�� <�� � .�� ��� (��;� � -�� ��� � ��� ' 
 � �R!#��� @� � ��@&���� � -�� � !#�	 ��- � �,�&�!��	<��	�4�;��&��$��� E

),/(2 y
A
y

LT
Duo gS Π−Π= � 6�� & ′)

./ 22 y
LT gS Π= α (29b′)

) � � ��("!#��������- ��� .R,������ � .R� � -�� � !��	 ���- � �,�&�!��	<������2! � - ��� .��2!�� �M� � ��� .����@� ����� +$!#���$ - ��� !#�$&�-�!#� ��� &��$��	.�� � !��2-�&���! � !#��� ��� ��� ��� .����I��� � �$!#+�!#�F�$ - ��� !#�$&�-�!#� ���@� -�
 7 ��B � &�!#� ��� � � 6%8 �I& � . � 6�� �$� 7
� ��O�!#(�< � � � �����$!�� ��� !#���4<�� � .�� ��� ��O�,��$���;�;� �M��� 6�� < ′ �I� � ! � - ��� .��2!#� ����� 6�� -��$(���� � �F! E

)/(][ 2121 ααθθ ⋅+≥ ggV LT . (29c′)

N � � &���� � (%< � - � �,�&���� ��� !#����&�< �  �����O�,��$���;�;� �M� ���2!#� � 6�� .��$(:����������!#��&�!%��O�,��$�����;� �M�>� 6�� - ′ �G�2�� � �$��$����!#�$�2-�!��	 ���(3. � � ! � !#��� !#���$ 1)/( 21 ≥αα �������	��
����������������������
��������������������! 	"#��$�%������&
���'������
��'��$��(�'�)����#�	�*�	"#�)��"+�����,�-�#&�"#�.���#���#�/����"#0��	������ gθ1+gθ2�1�����,�������������������2$�����/�

��-�/��"
��3�'����"#�4&,��*�	"#���� 5�������-�)6���
"#��
� 	������������7
�"#���#�	�*�	"#�38�9�:���;<
��3=��>�� ���&��'�������?����"1&@�����
"#�����'&��'A��*�	"#�7����"#=� 	��&+�.�����#�-�B��"!�����0�����C�������������������������D����"#&E&C"#���� C���A������C�������-�������"#�
����"#�*�	���D��������)�������������# C�'��0���-�*&C�����,8�9�F�;�&C�#�-�,=��G���'$#����+������!"#�+�H���� B��"<����������I�"#�*�*�5�#������
���0��'��*�	"#�C8�9�:�
 ′):

)())(1()( 222
2

1
1222112211111 y

LT
y

LT
t

LT
Duoy

LT SgSESS Π+≥Π−+Π+Π = θα
α
αθθαθαθαθα . (31)

�����/�-"1 	�����	"#�C��"C�����	�2�'�����������&C��"#��� #�'��
�����*�'0��/����"#=� 	�&J�'�2�-�#&�&,��4�'A��,��2��"1 ' 	"#KB��L



19

�)w;v���v�y���	 �Gv ���	��� � ��w;s��v � 	 w(���	��;z

�������	��
����	�����������������������������������������������
�������������
����������� ���������!���������������"����#���
�$�������	��
��%��
�&����
#���
�'�(��������*)���
�������)�����
�'������+'���$���
�,.- LT

Duo
LTLT SSS 221 ,, /10 �����

2 33 433 56337433756456
IV

y

III

y

tLT
Duo

II

y

I

y

LT gE
S

gg
S

Π

89
:;<=

−+
Π
Π−

Π
+

Π
= =

1

2
1

2

12
2

2

1
1

)(

α
θα

α
αθ

α
, (32)

y
LT gS Π= 22 /α �#����

)/(2 y
A
y

LT
Duo gS Π−Π= .

Proof. > ��+?/���������#�A@�B �
������&,�'�#��&,�#&>� ������ LTS1 �'��
"#����"#�������� �������'������*���&C��"#��� (��-����
���/"#�.�����)�*�'������
��'�� (
"#�������
��.����
����-������.������1�����/�*�'�4& ��&,�# 	"1I��2�����B
��#�	���� 1�'����
��,����4�	"#����"#KB������.�����B���'�-
"#0���4IC����"#
��-�2�����������
��&,����"#0���&,������"#�.���������*"#����
��-��C�H��������	"#�+8�B�9�; &C��I+�-���&>���������/�'���
�
�� � �'=� '�)��2�*�'���-����=����2
��D=��
���
"#&C��"#�-��3�'����"3���'�*�*��������G��-���
���!"#�G�����J�$����
�I>����"#=� '��& =����KB����>�����J0�������������
����	���� 

"#&C������IC�����,�����BI�"#����$��*�'�4&+L
I) D �����A��)E��'���
�)�-F)������ L�6�� �-�� ������5�����& I "#��8�B�9�;��'�<�	�������*�	
�� D��"������ �-�������	
J�'��
�����*�'0��

"#&C����*�'=��� ��	�*IB
"#���#�	�*�	"1�C8.G.H�;(����"#&������/� ��"#�*��%*�����& �*�'������
��'��$,�-�
�*�	"#�C��=�"#0���1�*� �#� �

1
1

S
g

y

≡
Πα

. (16′)

�����'� KB"#�� 	�+=��C�����,&,�'�#��&,�� � ������,��"#�.�����,������������������� �'���������'����"#0���*�	"#�)����"�I*�
��KB����,�*�'������
���
�����4�'��$,�/� �'��$# '�/����4�	"#�,"#�� 'I1�
II) J 
������������K��������#!��'���
�)�-L)������ L1M��.������0�������������
����	���� 
"1&C������I)�$�������B��"5 	"#��$�%������& �*�'������
��'��$
=����(
"#�� 	�)"#=��-���0��C�����C����0��� 	"#�#&,����� "#�(=��� '�'���*�/�-��
��������� �����,�������������������2K/"#�� 	�D��"#�($������

��-�
��",�����C�'����"#�4&C��*�	"#���� 1��������1�����,&,�'�#�'&,�#&�� ������CKB"#�# 	�)����0��C��")=��,&C"#�#�'�*�'���+�'����KB")KB�I���L�NB�������
"#���)���������������)&,�'�#��&,�#&3� ������)����C��"�=��)�'��
�����-��G=�I5�����+�-��
"#���������& II�.KB���	
��5�����* '�
���,�����
"#�����	"#����"#�/�����+�������������������B��"�KB�	������"1 	�G�*�'������
��'��$G��"#�B�+�-�'��$# '�+����4�	"#���2=����/�-KC�	��
����"G�������������# 
�'��0����-��&C����� �'�C�����/����@�� ������	"#� L

y

g

Π
+ 2θ

.

III) O ���K��������������
��A������)�� LPNB�������C"�������.�������� �����C&,�'�#�'&,�1&�� ������C���� ��"+=��C�������
��)=�I,�����C� ������
"#�B����"#�*�	���)��������������������������
"#�� 	�7����0���$����'����!�'����������@�������� �	"1���-���$���8*�����& III; �(�������-�/�����
"#����"#�*�������	�*I5��"G�'��
������-�D��"���������	�� 2����"#�*�	���+�'�G�����5�-��
"#��������4�	"#�G"#�B
"1&C����*�	���	"#�G%��'�C�*�#�����)����
��&C�# 	"1I���,�������"#�����	����� 'I,�'�C�����B�*�'���-� ������	"#�,%(���� 	�#�.��"C���� '�'$#�C�����B�'��
��������'0����."#� �����/��������������������L

y

tLT
Duo

E
S

Π
Π− = )( 2

2 .

QSR�T�R�UPVXWYRZWY[PR�\�]PVX^PR�WYR�_�`�\�a�WY[PR�b.c�V1`�d�R�W"efW"efVXULR�g"g"R�c�WYhXi1jkV�_�R�VX^PR�_�lnm	R�a�R�R�WY[P\�W�WY[PR�R�g"g"R�c�WYa
II\�UPT

III
m+VX_�opeAUpVXd�d�VXa�efWYRLTXef_�R�c�WYefVXU�a�q!rn[PRLm�efWY[�[PV1sfTXeAU�tuVXdPWYefVXUPl

gθ2/Πy
lKeAUPc�_�R�\�a�R�aZWY[PRp`�eAUXe�`�\�s



20

a�[�\�_�RkVXg�d�_�VXg"efWYa�l LTS1

i����uc�VXUPWY_�\�a�W�l%WY[PRkc.VX`�dXR�WYefW"efVXU R�g"g"R�c�WYl
yt

LT
DuoES ΠΠ− = /)( 22

l+_�R�T���c�R�aLWY[PR
`ZeAUXe�`�\�s�a�[P\�_�RXiPrn[�efa+UPR�t�\�W"eA^PR�R�g"g"R�c�W�VXgnWY[PR�gYVX_�R�t�VXUPR�VXd�dPVX_"W���U�efW"efR�a+W�VLt�\�eAU�\�T�TXefW"efVXUP\�s�d�_�VXg"efWYa	eAU
WY[PR+R��Pd�\�UPa�efV1U�a�WY\�t�R	`�\	��R�^PR�U�T�VX`�eAU�\�WYR+WY[PR+d�VXa�efW"eA^PR+R�g"g"R�c�W�VXg�WY[PR+m	efWY[�[PV1sfTXeAU�t�VXdPWYefVXU�

IV) J 
"�������	��������
�����
�� q�rn[PR	eAU�gYVX_�`�\�W"efVXUP\�sX\�t�R�UPc	��c�VXa�WYanW�V�]PR+\�T�T�R�T�\�_�R+R��Pd�_�R�a�a�R�T�]���WYR�_�` IV:

y

g

Π

�
����

−+
1

2
1

2

1

α
θα

α
α

.

')8����M!1��� 0¦� ��.�� �����,�2!1�M!182�7C����2�,9"$&.&05�,�2!�$&%5!182�L����%1$&� 05/�!��"$&�2/,9H/�C&��/,�2!1/�+��7$&%5!182�Z���2!1� ��.�� ���2��F�� P
4�$&�2C&�"!��"$&�2��CR$&�N82����/,0�$&F��2!U$&%U4�$&�2!1��$&9����N!182���2���2!).���� �"$&C�PS+ θ2

:2')82�5����%1$&�J0�/�!��"$&�2/,9S/�+��,�24,#R4�$&��!1�
C���.����2C�$&��!182�RC&��%�%���� �,�24,�R*2��!1Q����,��!182�R� /;!1�"$7$&%E*2�,9G����%�� α1/α2

/,�2C�!182�R$�� �"+&����/,9�*2�,9G���,%���P α1
:�KL�

!182��� �,%1$&� �H���2!1��� .�� �;!
!182�f!1��� 0]���5*2� /�4�T���!1��/���/���������%1$&� 05/�!��"$
�2/,9���05/�� T�c F�.5%1/,4�!G$&�;:

W���/N�2���2!���!1��.2PUQ��N�����2����!��"+�/�!1�NQ�8���4,8M$&%�!182�����NC&#2��/�0N��4,/,9U�,%�%���4�!1��F��2C����H9"$&�2+�c !1���J0 4�$&�2!1� /�4;!1���2+
82/,��!182�H��!1��$&�2+�����!S����%�9�F��,��4���$&� LTS1

:,WH�EQ���82/,�2�������,�N���N��d�F�/�!1�"$&�5i <�?�j P&!182�����2!1��� !1��0�.�$&� /,9&.�� $&%��"!
��8�/�� � LTS1

4�$&�2���"��!1��$&%N!182�L��82$&� !1c�!1�;� 0 %���� ��!1c .����J�"$&C\��82/�� � � 1
P�/���Q���9�95/��7$&%R!182� ���X/�C�C&�"!��"$&�2/,9

effects.10 KL��82/,�2��!1$LC�����!1���2+�F&����8L*2��!1Q����,�L!1QH$h��4����2/�� �"$&�,V�q��L!182�7$&�2�7���"C&��Pf!182�Z%��"�J��!1c .���� �"$&C
��8�/�� ��F��2C����E9"$&�2+�c !1��� 0^4�$&�2!1� /�4�!1���2+R4�/,�N*2�58���+&82����!182/��Ri $&����d�F�/,9�!G$&j��"!1�H��d�F&���2/,9��,�2!)F��2C����E��82$&� !1c
!1��� 0]4�$&�2!1� /�4;!1���2+�P

11 SSLT ≥
:,O ��!18��"�E4�/,����P
!182������4�� ��/����5���N/�+�����42#54�$&��!1�f/��2CR!182�5����%1$&�J0�/�!��"$&�N� ���2!

!G$&+��;!182����C2$&05����/�!1��!182���2��+�/�!����2��4�$&0�.���!��"!��"$&�7�,%�%���4�!H$&%Hi <�?�j;:�q��7!182�M$�!182���5���"C���Pf82$&Q�������� PE!182�
�2��+�/�!����2�54�$
0�.���!��"!��"$&�R�,%�%���4�!)05��+&82!)82/,�2�5/N��!1��$&�2+����f�"05.&/,4�!)$&� LTS1

!182/��M!182�N/�C�C&�"!��"$&�2/,9U/�+��,�24,#
4�$&��!1�f/��2CM!182�N����%1$&�J0�/�!��"$&�2/,9�� �,�2!�:�O �N!182/�!)4�/�����P�!182�5%���� ��!1c .���� �"$&CM��82/�� �5$&%)!182�N�,�2!1� ��.�� ���2��F��fF��2C����
9"$
�2+�c !1��� 0 4�$&�2!1� /�4�!1���2+^Q���9G9N/,4�!1F�/,9�9�#^*2�`9"$&Q����7!182/��]!182�\$&�2�\F��2C����7��82$&��!1c !G��� 0 4�$&�2!1� /�4;!1���2+�P

11 SSLT <
:�KL�H!182F���C���� �����H!182�H%1$
9�9"$&Q�����+54�$&��$&9�9�/��J#�V

� v�w;v " "��&w;t �	����� 	 s�w�	 s !���v&w(� " � � ��s � 	 ����s ��w;v���"�s ! �;z

i) � � (������ 11 SSLT ≥
P ��M�� ,�������������)+$%&������ ��������(  (�&�����������# ��M�� ,�� � & ��)*����,�&�� �������AM������ �

#�&�)*,�������,����",�� � ��'�����(��*&�� LTS1 K ����# ��M��
� ,���) K ��M������

� &���� K & ������,������ M�, ��M���� � ,�������� $%����,�&�# ��M������
& � $%��& � , ��� '���#���� ��&������ ������)�(�&���������(���,���� ��M���� '���#���� ��M�&������ ������) (�&���������(���,���� ��� ��&���)*���
case” ).

ii) � � (������ 11 SSLT < K ��M��
� ,���) ��(���'���� �  &�������,����"����& L ��� � ,�������� $%����,�&�# ��M������ & � $%��& � ,���� '���#����

��&������ ������) (�&���������(���,�����!  M�,�� ��'��!$%��,���,���� ������'�����,�� #�'�� ��& ��M�� ������&���� ,�)+$%��(�� & � ��M��
(�&�)+$%����,���,�&�� � ��� ��(��*&�� LTS1 K

L M�,�(M,M�� � $ � ��& ��������, ��� ��M���,���(�������,������ & � ��M������������ $%��������'��
'���#�������&������ ������) (�&���������(���,����	��� #�,���(�, $���,������! "(�������� ��!

10 �������1�2X������
� ���J����� � ���J���J�G�����J�"�U¤;�G���J��¤;�U���H� �������������"�
�"�J���J�"� Πy
A �J�;¤ Πy ´��;�"�J�;��� ���"§��J�;���G����� �����"§;�J���J�J¤��2�f�"���

¤;�J�E�J��¤U���G�J�J�E�J�"�G� T�;���f�"�����E�G�J�;� �;����������¤;§;�J�"�"�����J�����"�����S�J�;¤��2�f�"���E¤��"���G�G���J���J�E�����"�����E�G�J�;� �;����������¤;§;�J�"�"���
�J�;���"�,�2�J��´S���J�E� �����"´S�)��� ���E��� ∆ �&%G���J�S���J�J�"�"���E ��1« �  U�1�2�;��� )G�



21

')82��4�$&0�.���!��"!��"$&�N�,%�%���4�!U*2��4�$
0��,�f��!1��$&�2+�����Q��"!18R8���+&82����.�$�!1���2!1�"/,9
.�� $
%��"!1�H%1� $
0^!182������4�$&�2CR.����J�"$&C
05/�� T���!U���2.�/,�2���"$
�

)( 2=Π tE
/��2CRQ��"!�8N/�8���+&82������8�/�� � LT

DuoS2

/�4�4�� F&���2+R!G$N!182�����2!1� ��.�� ���2��F��f���R!182/�!
��!1/�+��&:,O �N!182����.���4,�"/,9�4�/,����Q�8���� ��!182��4�$&0�.���!1�"!��"$&�N�,%�%��,4�!U�"�fg���� $&P
$&F2�E� ����F�9"!1�����24,9�F�C�� ��� $&.2$&���"!��"$&�
AZ$&%�
E��� +��,05/,���Z/,�2CL~���+���i;p	������j PEQ�8���4,8Z��!1/�!1���N!182/�!HF��2C����59"$&�2+�c !1���J0Y4�$&�2!1� /�4;!1���2+L!182�Z%��"�J��!1c
.����J�"$&C ��82/�� �a$&%X!182�a���2!1� ��.�� ���2��F��`���24�� ��/,�����]C�F��a!G$Y���2!1����!1��0�.�$&� /,97/�+��,�24,# 4�$&��!1�]/��2C /��
���&%1$&�J0�/�!��"$&�2/,9&� ���2!�: 11

<S: ?S: ?�')82�����2!1����!1��0�.�$&� /,9�.�/�� !1�"4,��.�/�!��"$&��.�� $&*�9"�,0

KL�N82/,�2�5��!1/�!1��CM/�*2$&�2�5!182/�!GPSF��2C����E9"$&�2+�c !1��� 0 4�$&�2!1� /�4�!1�"�2+�PS!182�5�2�,�2!1F�� �54�/�.&�"!1/,9�4�$&0�.�/,��#M%�/�4��,��/
�����2+&9�� ���2!1��� !1��0�.�$&� /,9L.�/�� !1��4,�".&/�!1�"$&�Y4�$&�2��!1� /,���2!\������!1��/�C¦$&%\!182� �2/��J�"$&F�� ��!1/;!1�"4 .�/�� !��"4,��.�/�!��"$&�
4�$&�2��!1� /����2!1�,: ��� ����F&0�/,*�9G#,PZ%�����/,��4,���2+ %1$&�h!182� #,$&F��2+ %����J0 *���4�$
0����]��/,�������\�2$&Q�PZ�����24,�a!182�
���2!1��� !1�,0�.�$&� /�95.�/�� !1��4,�".&/�!1�"$&�`4�$&����!1� /����2!M/,9�9"$&Q��Z!G$ ���24�8�/,�2+��\.�� $&%1�"!���82/�� �,�L*2��!1Q����,�]/,9�9R!182� ���
��4��,�2/��J�"$&�,:S')82�����2!1��� !1��0�.�$&� /,9�.�/�� !1�"4,��.�/�!��"$&�74�$&�2��!1� /��"�2!H$&%H!182�705/�����0N��g,/�!1�"$&�Z.�� $&*�9��,0Y/,*2$&�2�7���
+&���2�,��/��,V

.0]-)1)[(1(])()1[(])1[( 222211222111111 ≥Π−−+−Π−+−Π− +
= θθαθαθθαθθα gSgESgS y

LT
t

LT
Duoy

LT

(30′)
')82�N%��"�J��!U!1��� 0 $&%)i <�@

′
jE�"���"C&�,�2!1��4�/,9�!1$R!182�N%��"�J��!1c .���� �"$&CM.�/���!1�"4,��.�/�!��"$&�R4�$&�2��!1� /,���2!)F��2C����E��82$&� !1c !G�;� 0

% ����/,�24,����+�P
���24���.�!S%1$&�U!182�����2.�� �,�����"$
�5i
1-S1

j�P�Q�8��"4,8N8�/��H*2���,�N��F&*���!1�"!1F�!1��CR*�#5!182�59"$&�2+�c !1��� 0^��82/�� �
(1-S1

LTj;:&')82�R����4�$&�2C�/��2C�!18��"� C�!1��� 05��� ��.�� �����,�2!�!182�R� ����.���4�!1���2�R.�/�� !1��4,�".&/�!1�"$&��4�$&����!1� /����2!1��$&%f!182�
����4�$&�2C7.����J�"$&C7���2.�/,�2���"$
��/,�2CL0�/�� T���!H���2!1� #�.&82/,����PEQ�8���4,87/�� ���"C��,�2!��"4�/,9E!G$Z!182$&����F��2C�������82$&��!1c
!1��� 0`4�$&�2!1� /�4;!1���2+�P&*2F�!�Q��,�"+&82!1��C5Q��"!18�!182�,�"�U�,�2!1� /��24��H.�� $&*2/�*��G9G�"!������

11θα /��2C
111 θα− .

B � 9 � B � �*"�I*�
� 0��� '���/�����#��� 	"#��$�%������&�
"#�������
����'��$
� ��@����#KB�/�'���-����1�����/���������������������'�2&,�'�#��&,�� 1�'��
��������	0��B
"1&C����*�'=� '�B� ��������28�9�:�� ′ ;*�18�9�:�= ′ ;(�����8�B�9�;
�'����")�����C����-���
���'0��,���	�4�-�(����)�-�
"#����%�����4�	"#�+�-�������/"#���������'����������&C��"#���� ��������	
��'����*�	"#�)
"#���-�������'���
"#�2�����)0������������)
����	���� �
"1&C������I58�B���;B�'�5"#������/��"��-"# 	0��D��"#�/�����+&,�'�#��&,�#&3����"�I*�
� 0��� '���+�����#��
 	"1��$�%������&�
"#�������
���'��$,8��-��+?/���������#�A@���;�L

0]2[)1(]2)([]2[ 222112211211
2

1
111 ≥−Π−+−Π+

�	

��

−−−Π +
= ��� ���� ����� ���� ���� ��� ���� ��� ��

IV

y

III

t

II
I

y ggEgg θθαθαθθαθθα
α
αθθα

(33)

11 °G� 0)(
2

2 =− Π
Π =

y

tELT
DuoS ��� ��� �E� ���U��� ���������G�J�"��¤E�1���G���U�"�S��Y;§����2�"�

yy

ggLT SS ΠΠ −++=
12

1 )( 111 α
θ

α
αθ α �2´S���"� �f� �S��� �"�J�

� ���J�4v 1��� >S1���J��¤H� �;���&� �������J�J���G�J�"�H�������������"�"�G���5« i )S�"�U� ����� ���J�J�&���;�"�&���J��§;� �&�"�U�J���J�"���;��§;�)�"�H³
�G���;�J�E�J�;���J��¤[U�J�;� %J« ª;ª('()G�2´S���f�1����´��"���J��� �H�J��� �;�"�G�J�"�J�S�����J���&���J�"®G§ �2��� ���E��� �J���"® �������"��¤��1�;�G���E� �������J�����J�)�"�f�E�E��¬��"�����&�����"§;�% ��� ��« ')�J�;¤ £ �"�;§����S  )G�



22

�����& I "#� 8�B�B�;(���������-������2�����B����(���*"#�*�	��� "#�(�����,�*�	�4�-�(������	"#��� KB���	
��)�'�/�	�������*�	
�� ��"������,&,�'����&,�#&
����"#�*�	�D
"#���#�	���	"#� �#�������� ��"#�*��%*�����& �*�'������
��'��$ �B�����& II �'��
"#����"#��������G�������'����"#�4&,����	"#���� )�������
8��  '�'$#���* 'I�&C"#�#���*�'����;.$�������������"+�����,�������������������2�'�)�������'����������&C��"#��� 
"#������@��-� �����& III 
�"#��� �'�-���
"#�.����������.���*"#�*�	���B"#�.��������@�������� �	"1�+�-���$��#� � �'���� � �I��(�����& IV �����* '�
���B��������@����
����D����.���*"#�*�	���B"#�
����� �-�
"#����%�����4�	"#�>&C���������������I��-���$���5KB���'
�� �	�<�$����� �H��#�'0��� '��������" �����J�-�
"#��� ������	"#�
&��'�#��&,�#&�����"#�*�	� 
"#���#�	�*�	"#�C�#������(� ��"#�*��%*�����&J�*�'������
��'��$ �4�����B����"�I*��
� "#=�����'���  	"1��$�%������&J�*�'������
��'��$
��2 	"#��$,��.�����/�=�"#0��/��@��������-� �	"1�,�'�.$��������� �������CA���"(�
6��)
"1&C������)�����)����"�I*�
�20��� 	�#�)��������B 	"#��$�%�����4& 
"#�������
����'��$5KC�	���5�	���C
"#�������������*�2��������/�-��"#�*��%
�����&�
"#�������
����'��$ ���C�'0����)��������-��"#�*��%*������&�
"#�������
���'��$D�'�/$����������+��"#�2� ' (����������-
������4�	"#�-���	���B��"���� 
0��� '���B�'�.
"1&C��"#�-��,"#� 8�9���;(����C�����/KB���	$#������,�H�������	"#���.8�9�9�;(����,8�9�H�;�L

]2)[1(]2)([]2[ 2221122211111 θθαθαθθαθθα ggSEg yy
Duo

ty −Π−+−Π−Π+−Π +
= . (34)

> ��=������
���	��$,�H�����*�	"#�C8�B���;(����"1&������/���*"�I*��
� 0��� 	���/��������� 	"#��$�%������&�
"#�������
���'��$,8�B�B�;(I��'�� '����L
0)1/1( 2121211 ≥−−Π θθααθα gS y

Duo . (35)

> ��=��-�*�	�������'��$ )/(2 y
A
y

Duo gS Π−Π=  	�����.��"(L

( ) 01/1 2211 ≥
��
��	


−−
Π−Π

Π
αθθα

y
A
y

yg . (36)

�����!�����& �'� �����<=����
�������7�'����"#� �	���'0���=��
�����-�<�����<����"#�*�	�D������	"��	��
� 	"#�-�<��" "#���<KB���� '�<�����
�'�#��"#�4&C��*�	"#�)�����& θ2(1/α2-1) �	�/���� '����'0��� 'I)
� 	"#� �,��"DA��*" ���������-�(��"#� 0,,,, )(

211 ≠+ gθθα �( 	"#��$�%������&

"#�������
����'��$��'�2&C"#���/��*���'
��'�����1�������C�-��"#����%*������&�
"#�������
���'��$ �

� "#K �-������"#�-�C��"#�.�C&C"1&C����� ������(��������.�-��"#�*��%*������&J
"#�������
���	��$)�����C����"�I*�
���	�/��"#� ���*"#�*�	���=� '�C����I
&C"#���C�'�,�����B�-�
"#��������4�	"#�)&C�������(�������I,�-���$��C����)������ ����*�'������
��'��$+�'� �������'�� ��2�
�� ' '� ��"#KB��0�����
������ �����C����"�I*�
� �	� ����"#�*�	����=��' ��	�*I�
"#���#�	�*�	"1��� �#������.��@���������� ���'������
��'��$+����,�-�����	
����.�������)��������2�-�� ���%
���'������
��'��$+�����,��")�������'&,���
�("#�.�����)&C"#���� ����A����D����"#=� 	��&��#�#� $ � 02 222 ≥−Π θθα gy �'���-�����D"#�

0222 ≥−Π θθα gy �#�������-�(�'�.��������@����
����D�-�
"#���D����4�	"#�5&C�������2�������I+����"#�*�	���C����)�����KB�5����"1&
�����7�'�������0��� �� 22222 θθαθ gg y ≥Π> ���,�	�)�'�G�-"#
��	�� � �I<����� �	�4��=� '�!������)�����!�������������������D"#=�����'���
���'������
��'��$J��"#�5�����	���-���$��<��"�" �	?E 	"#��$�%�����4& 
"#�������
��D
�� ���� '�J��"J
��	��
�#&,0������D�����<�*�'������
��'�� 
����-�����	
�*�	"#���1�'� �����B��"1 ' 	"#KC�'��$,���� 	��*�	"#�C��"1 	�#��L

( ) ]2)[1(1/1 222112211 θθαθααθθα gg y
y

A
y

y −Π−−≥
��
����

−−
Π−Π

Π
, (37)

�*� �#���'�.�����,�-�����# 	�#�C����"#&  	"1��$�%������&>
"#�������
����'��$D% ����4�	0���5�'�+8�B�H�; % ��@�
�����B����I)��"#��������	�� ( 	"1�-�-���
����"1&J�����C�-�
"#���)����4�	"#�+�������I��-���$��#��> �'��
�,KB�,����-�����	
�("#���.����� �I�� �'�/��"+���*"�I*�
���/KC�	���)��&C��@���&,�� 
 	"#� �/"#� ][ 2θg− � KB�,
��)�-�#=��-�*�	������� ]2[ 222 θθα gy −Π �'�)�����,���	$#�����������+� �'���,"#��8�B���;2=�I ][ 2θg−

����,"#=������'���#�������(�����������$#�'��$,�����&,�.����,� ��&,�# ��'��I��'��$ L



23

11122 /)1()1/1( αθααθ −+−≥
Π−Π

Π

y
A
y

y ��"#� 0,,,, 211 ≠gθθα . (38)

�������-���'�.
"#���#�	�*�	"1�+8�B�F�; �	�C�*�# '���� � '����(�) 	"#��$�%������&>
"#�������
��.����=� '���B������������������������� ��"D���� '�'A���
�-�
"#����������&C��� "#�(&C������� �������ICKB���'
��,KB"#�# 	�)��"�� =��B$����������)��������.�-��"#�*��%������&��*�'������
��'��$ � � ��"#&
���-"#
�	�� +��"1�'���D"#�50��'�KB�+�  	"#��$�%������& 
"#�������
�+�����������"#��� �'��
������-��<&,����������*�*�'
��'����
�I1��6��
�-�#&,&,��4�'A�/"#���(����-�� 	���2�'�C�����B��"# ' 	"#KC�'��$,����"#��"#� �	�*�	"#� �

�)w;v���v�y���	 �Gv � � � nEv ��� � 	 s�w(! �Sw;v��;s#�	 � � � � � �#� ��� �
:

�����	��
����������������
�������������
�����������������������������
�� ��!���
���!��������������������
�������������
���� ����!��#"$����%�������& �
"$������������'���(���� )*����
�+���������
��,�����-�����.��
/������!*����������0
�����1�	��
����������������
�������������
��*!���( "$�,���*��������2���3���
��4����
���
�������(.��������������������
��,������
�
���3���������
-"$����%��������5��!����
�����-������"�"$��+*�����*������( )62�
�+����,��!��������������������
�������������
���0

�	798;:�8;<>=@?9=@8;ACB�=DA�E;=DF�G�?IH�<J?IK�G�?�GML@8;A�N�O�?IH�7�PRQ9=DA�G�A�F�=DG�L-F�8;A�?I7�G�F�?�G�F�?IS�G�LDL�T�=�P*:�7�8;U�H�<V?IK�HCQ9=DA�G�A�F�=DA�N
<>=@?IS�G�?I=@8;A�8;Q/?IK�HCT�8;S�A�N#Q9=D74PVW,XYK�HCH�A�?I7�H�:�7�H�A�H�S�7V=D<[Z�H�?I?IH�7*8;Q9Q6<>=DA�F�H�\�A�8;?�8;A�LDT]?I8;:]=DA�A�8;U�G�?9=@8;A
:�7�8�^9H�F�?I<�\$Z�S�?YG�L@<�8[:�798�^9H�F�?I<_8;QY<>L�=DN;K�?9LDTJL@8;`�H�75H�a�:�H�F�?IH�EVU�G�LDS�H*`/=DL�L1A�8;`b8;Z�?IG�=DA[Q9=DA�G�A�F�=DA�N =DA[Z�8;?IK
=DA�U�H�<�?IP/H�A�?-:�H�74=@8;E�<�W$c�S�7�7�H�<�S�L@?I<6F�8;7�7�H�<�:�8;A�EC?�8M?IK�H QI=DA�E;=DA�N;<68;Q�d5H�7�N�H�P*G�A�ACG�A�E�e�H�N�H f�g�h�h�i�\
?IK�H�=@7 �	7�8;:�8;<�=@?9=@8;A�B�j�\_?IK�G�?�L@8;A�N�O�?IH�7�PRF�8;A�?I7�G�F�?I<V7�H�E�S�F�HC=DA�H�Q9Q�=DF�=DH�A�F�=DH�< =DA#Q9=DA�G�A�F�=DG�L-F�8;A�?I7�G�F�?I=DA�N
`�K�=DF�K*G�7�H�F�G�S�<�H�EJZ�T*=DA;QI8;74P/G�?9=@8;A6:�7�8;Z�L@H�P*<-Z�H�?I`�H�H�A6?IK�H*U�H�A�?IS�7�H/F�G�:;=@?IG�LD=D<�?1G�A�EJ?IK�H*T�8;S�A�NVQ9=@74P[W
c�S�7 7�H�<�S�L@?I<CG�LD<�8�H�a�:;LDG�=DAk?IK�H#`/=@E;H�O�<�:�7�H�G�EbS�<�H#8;Q L@8;A�N�O�?IH�74PlF�8;A�?I7�G�F�?I<�=DAbH�m�S;=@?9TbQ�=DA�G�A�F�=DA�N
7�H�L@G�?9=@8;A�<>K�=D:�<�n1o�H�A�?IS�7�H :�798�^9H�F�?I<JG�7�H F�K�G�7�G�F�?IH�74=@p�H�E]Z�TC<�?IG�N�H�E]Q9=DA�G�A�F�=DA�N�\-=DAC`/K�=DF�KC:�7�8;<�:�H�F�?I=DU�H
:�7�8�^9H�F�?I<,8;Z�?IG�=DA*P/8;7�H_?IK�G�A/8;A�H�Q9=DA�G�A�F�=DA�N*7�8;S�A�E*f�q	G�K�LDP*G�A�A�\1g�h�h � ��� 8;P/:�H�7�<�\Yg�h�h�B ��r 8;7�A�H�L�L�=.G�A�Es�8;<�K�G�\1g�h�h � j�W

��� ��� v�!�����w(�Gy�v � v�� 	 � sHw;s�y�t&" 	 y ��s	 u�s�s � y � v&w�	���	 s�w(!	� � x "�v ��� ��	 s,w(! � � � � � �#� ���

u�H�7�H�:�H�G�?	?IK�G�?$S�A�E�H�7Y<�K�8;79?IO9?IH�7�PbF�8;A�?I7�G�F�?I=DA�N�\	=@?$=@<5P*8;<�?1E;=DQ9Q�=DF�S;L@?1?�8J8;Z�?IG�=DA6:�7�8�^9H�F�?1Q9=DA�G�A�F�=DA�NVQI8;7
?IK�H�<�H�F�8;A�E6:�H�74=@8;E6P/G�7 � H�?$H�A�?I7�T/<�?IG�N�H�\	QI8.LDL@8;`�H�EVZ�T*?IK�H/7�H�m�S�H�<�?$8;QYQ9=DA�G�A�F�=DA�NVQI8;7,?IK�H/Q9=@74<�?IO�:�H�7�=@8;EP*G�7 � H�?*H�A�?I7�T�<�?IG�N�H�G�A�E�\*Q9=DA�G�LDL�T�\*QI8.LDL@8;`�H�EkZ�T]?IK�H]Q9=DA�G�A�F�=DA�N�E�H�P*G�A�EkQI8;7J?IK�H�<�H�F�8;A�E�O�:�H�74=@8;EH�a�:�G�A�<>=@8.A[<�?IG�N�H;W;XY7�G�A�<>LDG�?9=DA�N ?IK�=@<*=DA�?I8MG67�G�A � =DA�N 8.Q57�H�m�S;=@7�H�EMP*=DA;=�P*S;P�:�7�8;Q9=@?-LDH�U�H�LD<�\.`�HV<�?IG�?IH?IK�G�?;?IK�H-G�Z�<�8.L@S�?IH-:�798;Q9=@?I<5P/S�<�?	Z�H�K�=@N;K�H�<�?	=DA/?IK�H-<�H�F�8;A�E*:�H�74=@8;E6P/G�7 � H�?	H�A�?I7�T�<�?IG�N�H;W
XYK�S�<�\6=@?JF�G�A�K�G�:�:�H�A�?IK�G�?JG]Q9=@74Pv8;Z�?IG�=DA�<CU�H�A�?IS�7�H]F�G�:�=@?IG�L*Q9=DA�G�A�F�=DA�NbQI8;7V?IK�H]Q9=D7�<�?J:�H�7�=@8;Ek8;Q
=DA�A�8.U�G�?9=@8;A�\;Z�S�?	=D<,E�H�A�=DH�E*<�H�F�8;A�E�O�:�H�74=@8;E*Q9=DA�G�A�F�=DA�N*G�QI?IH�7,=@?I<5:�798�^9H�F�?$K�G�<_QIG�=�LDH�E$W�XYK�=D<_=D<5E�S�H�?�8*?IK�H
S�:�E�G�?I=DA�NM8;Q-Z�H�L�=DH�Q9<*G�A�E�\Y?IK�H�7�H�QI8;7�H�\Y?�8 ?IK�H[L@8;`�H�7�H�a�:�H�F�?IH�EMU�G�L@S;H[8;Q-?IK�H[:�798�^�H�F�?-=DAM?IK�H[<�H�F�8;A�E
:�H�74=@8;E$W�w 8;7�H�8;U�H�7�\;?IK�H�=DA�A�8;U�G�?9=@8;A*:�7�8�^9H�F�?$P*=DN;K�?I\	LD= � H�`/=D<�H�\	Z�H/<�?I8;:�:�H�E6?�8�8JH�G�7�LDTJ=DQYf�=@j,?IK�H*=DA�=@?9=DG�LZ�H�L�=DH�Q9</G�Z�8;S�?Y?IK�HJ:�7�8�^9H�F�? � </m�S�G�LD=@?9T�\ α1

\,<�S�E�E�H�A�L�T[E;H�F�7�H�G�<�H � =DQ-f4=D=Dj�?IK�HV:�7�8;Q9=@?_LDH�U�H�L Πy
E�H�F�LD=DA�H�<

E�S�HJ?�8MGJ7�H�E�S�F�?I=@8;AM=DA F�8;A�<�S;P*H�7�< � :�7�H�QIH�7�H�A�F�H�<�\ T � 8;7�=DQ_f4=D=D=Dj�?IK�HV7�H�m�S;=@7�H�EC=DA�U�H�<�?IP*H�A�?_U�8;L@S;P*H�\



24

gθt
\_=DA�F�7�H�G�<�H�<�W1XYK�H :�7�8;Z�L@H�P F�G�A�Z�HMF�=@7�F�S;P*U�H�A�?IH�E]`/=@?IK�GCL@8;A�N�O�?IH�7�PRQ9=DA�G�A�F�=DG�L_F�8;A�?I7�G�F�?�nYXYK�H

U�H�A�?IS�7�H/F�G�:;=@?IG�L.F�8;P/:�G�A�TJK�H�7�H�Z�T*N�S;G�7�G�A�?IH�H�<_7�H�Q9=DA�G�A�F�=DA�NVQI8;7Y?IK�H/<�H�F�8;A�EJ:�H�74=@8;EV=DA6H�a�F�K�G�A�N�H*QI8;7
:�8�?IH�A�?I=@G�L�:�7�8.Q9=@?I<5QI7�8.Pk?IK�H-H�a�:�G�A�<>=@8;A/<�?IG�N�H;W

c�A[?IK�HJ8�?IK�H�7-K�G�A�E�\Y<�K�8;7�?�O9?IH�7�P Q9=DA�G�A�F�=DG�LYF�8;A�?I7�G�F�?I=DA�NMP*=DN;K�?5Z�HJZ�H�?I?IH�7_QI8;7_?IK�HVT�8;S�A�NMQ9=@74P =DQ-=@?I<
:�7�8;Q9=@?I< Πy

G�QI?IH�7_?IK�HJQ9=D7�<�?5:�H�7�=@8;E 8;Q_=DA�A�8;U�G�?9=@8;A[G�7�HJ7�G�?IK�H�7�K�=@N;K	n���A F�G�<�HV?IK�H[=DA�A�8;U�G�?9=@8;A :�7�8�^9H�F�?
<�K�8;`�<*<>=DN;A�=DQ�=DF�G�A�?_S�:�<�=@E;HV:�8�?IH�A�?I=@G��@\,?IK�H[T�8;S;A�NCQ9=@74P P6=DN;K�?���HVG����DHV?�8�<�H��DQIO�Q�=�A�G�A�F�H[?IK�H[<�H�F�8;A�E
:�H�74=@8;EV7�H�<�H�G�7�F�KJH�a�:;H�A�E;=@?IS�7�H�<�\

gθ2
W�XYK�=@<-<>=@?IS�G�?9=@8;AV=D<-N;=DU�H�AV=DQ,:�7�8;Q9=@?I<-G�7�H*<�S;Q9Q�=DF�=DH�A�?��DTVK�=@N;KJf�=@j_?I8

=DA�E�S�F�HV=DA�F�H�A�?9=DU�H�O�F�8.P/:�G�?9=	���DHV=DA�U�H�<�?9P/H�A�?I\1f�=D=Dj�?�8CF�8;P/:�H�A�<�G�?IHV?IK�HVU�H�A�?IS�7�HVF�G�:�=@?IG��YF�8.P/:�G�A�T QI8;7
?IK�HMF�G�:;=@?IG��_:�7�8;U�=@E�H�E�\�G�A�E#f4=D=�=DjV=DQ6<�S;Q9Q�=DF�=DH�A�?*Q9=DA�G�A�F�=DG���<
�DG�F��#7�H�P/G�=DA�<[?I8#Q9=DA�G�A�F�HC?IK�HC7�H�<�H�G�7�F�K
H�a�:�H�A�E;=@?IS�7�H�<_8.Q1?IK�H/<�H�F�8;A�EJ:�H�74=@8;E$n�=9W H;W \	=DQ

0/2 21 ≥−−Π θα ggy

W�XYK�=@<_<>=@?IS�G�?9=@8;AJ=D<-P/8;7�H��D=	��H���T
?�8V8;F�F�S�7_=DQ,?IK�HJ=DA�=@?9=DG����H���=DH�Q9< α1

G�7�H6K�=@N;K�\Y=DQ5?IK�HJP/G�7�N;=DA�G��$7�H�<�H�G�7�F�KVF�8;<�?I<
g
G�7�H��@8;`�\1G�A�E =DQ5?IK�H

7�H�m�S;=@7�H�E�=DA�U�H�<�?IP*H�A�?*U�8��@S;P*H
gθ2

=D<��@8;`RG�< `�H��	��W���A�E�\/H�U�H�A�=DA#F�G�<�H�?IK�H]Q9=DA�G�A�F�=DG��/<
�DG�F��k=@<
=DA�<�S;Q�Q�=DF�=DH�A�?#?�8RF�8;P/:��DH�?IH��DT <�H��DQ9O4Q�=DA�G�A�F�H ?IK�H <�H�F�8;A�E ����� =DA�U�H�<�?9P/H�A�?I\]?IK�H T�8;S�A�NRQ�=D74P/\
A�H�U�H�7�?IK�H��DH�<�<�\,P*=DN;K�?5Q9=DA�E G���F�K�H�G�:�H�7��[Q9=DA�G�A�F�=DA�NMG��@?IH�7�A�G�?9=DU�HV?IK�G�AMU�H�A�?IS�7�HVF�G�:�=@?IG��9n$q$=DA�F�H[=DA ?IK�H
H�a�:�G�A�<>=@8.A/<�?IG�N�H_?IK�H-:�7�8�^9H�F�?	`�=	���;7�H�G��D=Dp�H-:�8;<>=@?I=DU�H-:�7�8;Q9=@?I<,`/=@?IK*F�H�7�?IG�=DA�?9T�\.?IK�H/Q9=@74P�F�8;S��@E6G�:�:��DT6QI8;7
P*H�p�p�G�A�=DA�HMQIS;A�E�<J8;7*G <�K�8;79?�O9?IH�7�P Q9=DA�G�A�F�=DG��-=DA�<�?9=@?IS�?I=@8;A��@8;G�A�f�d5H�7�N�H�76G�A�E���E�H��	�D\6g�h�h�i�j�WYXYK�=@<�\
K�8;`�H�U�H�7�\.=@<���H�T�8.A�E*?IK�H-<�F�8;:�H-8;Q	8;S�71P/8;E�H��9W 12

�	=DA�G�����T�\��DH�?	S�<,<�G�T�G�QIH�`k`�8;7�E�<5G���8;S�?	?IK�H�=DA�E�S�<�?I74T*=@A�?I8J`�K�=DF�K*?IK�H/T�8;S�A�NJQ9=D74PbG�?I?IH�P/:�?I<5?�86H�A�?IH�7�n
q	S�:�:�8;<�Hb?IK�G�? ?IK�H =DA�E�S�<�?I74T =D<�F�K�G�7�G�F�?IH�7�=@p�H�E���T�H�=@?9K�H�7#<�?I798;A�N F�8;A�<�S;P/H�7�< � :�7�H�QIH�7�H�A�F�H�<k8;7E;=@<�?9=DA�F�?9=DU�H6:�7�8;E�S�F�?,U�G�74=@G�A�?I<�\1`�K�=@F�K[=�P*:��D=DH�<�?IK�G�?Y?IK�=@</=DA�E�S�<�?I74T � <�:�G�7�G�P/H�?IH�7 T

=@</U�H�74TVK�=DN;K	W 13 ��A
?IK�=@<6F�G�<�H�\5Q9=DA�G�A�F�=DA�N���H�F�8.P/H�<6H�G�<>=DH�7/?�8C8���?IG�=DA�\5G�A�E���8;?IKM<�K�8;7�?IO�?�H�7�P G�A�E��@8;A�N�O�?IH�7�P Q9=DA�G�A�F�=DA�N
<�K�8;S��@E ��H6G�U�G�=��DG����DH6?�8[?IK�H6T�8;S�A�N Q9=D74PVW��4QI\!��TVF�8;A�?I7�G�<�?�\$?IK�H6=DA�E�S;<�?I7�T � </:�G�7�G�P*H�?IH�7 T

=@<��@8;`�\1?IK�H
:�74=@F�HVF�8;P/:;H�?I=@?9=@8;A���H�?I`�H�H�A ?IK�H Q9=D74P*<J=D<JP/8;7�H[=DA�?IH�A�<�H�\5G�A�EC?IK�H[H�a�:;H�F�?IH�EC:�798;Q9=@?I<JQI7�8.P P/G�7���H�?
H�A�?I74Tk`/=	������H"�@8;`�H�7�W �	=DA�G�A�F�=DA�N�A�8;`#��H�F�8.P/H�<]K�G�7�E�H�7M?�8 8���?IG�=DA	W/XYK�HbT�8;S�A�N Q9=D74P�P6=DN;K�?I\
?IK�H�7�H�QI8;7�H�\�<�`/=@?IF�K*QI7�8.Pk<>K�8;79?IO9?IH�7�Pk?I8��@8;A�N�O�?IH�7�PkF�8;A�?I7�G�F�?I=DA�N$W

��<�QIG�75G�<-?IK�H*<>=@p�H*8.Q,?IK�HJ=DA�A�8;U�G�?9=@8;A[=@<�F�8;A�F�H�74A�H�E�\Y=@?,=D<�G��D`�G�T�</Q9G�U�8;7�G����@H6?I8V?IK�HJT�8;S�A�N Q9=D74P ?I8
G�F�K�=DH�U�HCG���H�?I?IH�76F�8;<�?�O�H�Q9Q9H�F�?9=DU�H�A�H�<�< ?IK�G�A�=@?I< F�8;P/:�H�?9=@?I8;7>n���Q6?IK�H�=DA�A�8;U�G�?9=@8;A�=D< E�7�G�<�?9=@F�f ∆c

=D<
�DG�7�N�H�j�\_?IK�HCQ9=@74PR`/=��	�-m�S;=DF�����T�H�a�:�G�A�E#=@?I<[P/G�7���H�?*<�K�G�7�H�<[G�A�E�=@A�F�7�H�G�<�H�=@?I<[:�7�8;Q9=@?�W �	=DA�G�A�F�=DA�N#O
H�<�:�H�F�=DG�����T/QI8;71?IK�H-<�H�F�8;A�E�O�:�H�74=@8;E*H�a�:�G�A�<>=@8.A/<�?IG�N�H-O!��H�F�8;P/H�<,H�G�<>=DH�71?�8*8���?IG�=DA	W

12 ¨U���S���G����%J« ª;ª '()&�����"�;�"�E��§;��� �;���S���J���"§������J�1�2�"� ���S�"�E�����G�����������"�"�5� ��§ ���J���;�)��§;��¤;� ���������;§;�������f�������N���E�J���
�"�J����� �2�"���������J�"�U�G���)������� �"�1�2�"�����������"�J��¤;�E�J���������"��´��"�����J���"� X��J¤;�2� ���)����§;������� ���X´S�"�"�&��´S�"�"�J���"�H¯J�J���J�1������²E¤;�G�2�
���"���J���J� �;�;�U°��M��§ �5�E��¤;�J�"�S����´S���;�G���U� ���5���J�;�"§����5�J�1�2�"�"�J�E�J���S�������H���J�J�"� X��J��X����������������"�"��¤;§;�N�"�M� ���f���������J�J�
�J���S���J�"�"�"�"���E� �f� ���)���J�;�"§����)�J�1�2�"� ���2���G��±;�J� �2°��"�S�J¬ ���J�J�"�J¤f�1���G���)�������������"�"�S� �f� ���)�J¬ ���J���1�"���f���"���;��$1§;���2��Y;§;�J�"��� ���
� �����J���"�E�J���f�J�����"��� gθ2

+ �E���;�"�N� �S�2�"�"�J�R� �;��� �f´S�"� ��� �Z��§ ��� �J���E�J´S����±;�f� ���G�����J¬��"���"�N���7¯J�J���J�1�����J²���� ���J��� � ���
���"�"���J�;��� �"���J�,����§;�1�,´S�U�1�2��� �J���J�2� �����Z�J�;���"��X�� �����J�������G���"� �2�"�U���J�J§ ��� �"�"�J�����J�"� ����§;���S���J�J�J�;�,�"�"�"���J���"§����S�;���S�����J§;���J¤f���
� ���J���S���������"¤)��� ���J���J� ����� ����� �J§;�E� ���"�&����� �;�"�U�G���U� ���J� ���"�"���2���J��������� %G���J�S�J� �������1�J���J�"� ���J��¤ L ���������2« ª;ª;�()��

13 v,§;�"�"����%J« ª;ª ';�,�J�;�1�2�"�G�)�()&¤;�J���G��� �2�J�S� ���U�E�G��±;�J�2���������"�;´S�E�J�"�G�������S�J�f�J¬;�J�S�2�"�)���&���H� �;¤;§;��� ���E�"�H´S���"� �f��� ��� T-
�����"§;�J�S�G���
�����J���J�;�"�,�����)¤;�"�����G���J�������"�;´S�E�J�"�G���"�1�&�J�U�1���)�J�;�G�����J�"����� X��J¤)���E�"��� � �S�2�������"�J�������J� ���J� ���"�J�U�J�����"�;���J¤H�"�
�E�J����§����J�E�J�;� %G�J�"�J�J� �����E�J�����J�"�"�J��§;� � �����������"�J� � � � )�� $ ��� �J� ´����"� � ¤��"���J�;���G���`�J� �J�"�"���J���J�"�"���h����� ���J� ���"�^���
�E�J����§����J�E�J�;�&� �J���J����� �"�E�J���"�G��� ���)���G��±;�J���J��¤��2� �H�J���������
�"�;´N�;���"�J�)�J��¤U������¤;§;�J�"�"���H�J�����"����´S�"�"����� � �����J�&�E� �G���;�
�E�G��±;�J���1���G�����J��¤&���J�J�"� X������"�������������"�"���
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q	8JQIG�7�\	`�H/K�G�U�H/G�<><�S;P*H�EJ?IK�G�?$8;A �DT6?IK�H6T�8;S�A�N[Q�=@74P*\���S�?YA�8�?1?IK�H*=DA�F�S;P���H�A�?I\$=D<-G����DH*?I8V=DA�A�8;U�G�?IH
G�A�E6?I867�H�E�S�F�H�P/G�7�N;=DA�G��;:�7�8;E�S�F�?I=@8;A*F�8;<�?I<�W�e-8;`�H�U�H�7�\;?IK�H*=DA�F�S;P���H�A�?1O,=@A�<�?IH�G�EJ8;Q!��H�=DA�NJ:�G�<�<>=DU�H/O
`/=	���1F�H�7�?IG�=DA���T[7�H�G�F�?,?�8 ?IK�HJ:�8�?IH�A�?I=@G��,P*G�7���H�?5H�A�?I7�TV8;Q5?IK�HVT�8;S�A�NMQ9=D74PVW���A[?IK�=D<*<>=@?IS�G�?I=@8;A�\,K�HVF�G�A
:�S�7�<�S�HCE;=DQ9Q9H�7�H�A�?*<�?�7�G�?IH�N;=@H�<�n5e�HCF�G�A#H�=@?IK�H�7[=DA�U�H�<�?

tt gr µµ =)(
`/=@?IK

];0[ maxµµ ∈t

\
t=1,2

=DA
� ��� G�F�?9=DU�=@?9=DH�<�\[?�8�8;\V<�S�F�K ?IK�G�? ?IK�Hb=DA�A�8;U�G�?9=@8;A G�A�E�F�8;P/:;H�?I=@?9=@8;A N�G�P*H =D<�H�a�?IH�A�E�H�E�?�8 G
<>=DP*S��@?IG�A�H�8;S�<JP/8;U�H[N�G�P*H[`/K�H�7�H ��8;?IKMQ9=D74P*<J=DA�U�H�<�?-=@A�� ��� G�F�?9=DU�=@?9=DH�<�\5<�S�F�F�H�<�<>Q9S�����TM=DA�A�8.U�G�?IH`/=@?IKJ:�7�8���G���=���=@?9T θmax � µmax\$G�A�EV?IK�H�AJ<�S���<>H�m�S�H�A�? �DTJF�8.P/:�H�?IH6=DAJ:�74=@F�H�</QI8;7_P/G�7���H�?,<�K�G�7�H�<�W;XYK�H
=DA�A�8.U�G�?9=@8;A G�F�?I=DU�=@?9=DH�<*8;Q_?IK�H[=DA�F�S;P���H�A�?_7�H�E�S�F�HJ?IK�H[H�a�:�H�F�?IH�EC:�7�8;Q9=@?I<68;Q-?IK�H T�8;S�A�N�Q9=@74P =DAM?IK�H
P*G�7���H�?-H�A�?I7�T G�<J`�H����5G�<J?IK�H H�a�:�G�A�<>=@8.AC<�?IG�N�H;W1e�H�7�H�\_?IK�H T�8;S�A�N]Q9=@74P��D<J:�7�8;Q9=@?I<JE�H�F���=DA�H G�<J?IK�H
<�S�F�F�H�<><]:�7�8���G���=���=@?9Tb8.Q ?IK�Hb=DA�F�S;P���H�A�? µmax =DA�F�7�H�G�<�H�<�\VG�A�E ?IK�HkK�=DN;K�H�7�?IK�Hb:�8�?IH�A�?I=@G��VF�8;<�?IO
G�E�U�G�A�?IG�N�H-8;Q	?IK�H�=DA�F�S;P���H�A�?I\ ∆c

W�XYK�S�<�\	=DA*G��	�;?IK�7�H�H�<�S���N;G�P*H�<�\	=@?���H�F�8.P/H�<_P/8;7�H�E;=DQ9Q�=DF�S��@?1QI8;71?IK�H
T�8;S;A�N6Q9=D74Pk?I8/8���?IG�=DA*U�H�A�?IS�7�H-F�G�:;=@?IG��;Q9=DA�G�A�F�=DA�N$W

��A�8;?IK�H�7*:�8;<�<>=	��=���=@?9TC=D<J?IK�G�?-?IK�HM=DA�F�S;P���H�A�?�<�?I7�G�?IH�N�=@F�G�����T�=DA�U�H�<�?I<V=DAC:�7�H�E�G�?I=@8;ACG�F�?9=DU�=@?9=@H�<J`�K�=DF�K
`/=	���@\	=DA*?IS�7�A�\.7�H�E�S�F�H-?IK�H/=DA�A�8;U�G�?9=@8;A*<�S�F�F�H�<�<5:�7�8���G���= ��=D?9T*8;Q$?IK�H*T�8;S�A�NVQ9=D74P Q97�8.P θt

?�8 θ pred G�A�E�\
?IK�H�7�H�QI8;7�H�\-=DA�F�7�H�G�<�H�K�=D<[8;`�A#F�K�G�A�F�H�< 8;Q67�H�P*G�=DA;=DA�N�G]P/8;A�8;:�8��D=D<�?6f�<�H�H�q	A�T�E�H�7Vf�g�h�h���jVQI8;7VG
<>=DP6=��DG�7�G�:�:�7�8;G�F�K�j�W	XYK�HV=DA�F�S;P���H�A�?_F�K�8;8;<�H�<*?�8M:�7�H�T[=�Q-?IK�H[:�7�H�E�G�?I=@8;AMF�8;<�?I<6G�7�H �@8;`�H�7/?IK�G�AMK�=D<
G�E�E;=@?9=@8;A�G��$P/8.A�8;:�8��DTJ:�7�8;Q9=@?I<�n

Kpred  αt(θ! -θ pred)(Π M " Πi) #%$'&)(+*,*�-/.102-/3�4657&)0%*,098%:;3�0�.,<)3�4�0�-=(+>)3
(@?9A�0�8�-CB6<D-/&)3,A�.=B6E=(;-C*F(;-/G�0�-/(;B6<�B6EC-/&)3D5%B6G6<)47E=(;.�?�H)(;-/*I8�&�0%<)8�3�*I-/B9B6J)-/0�(+<7>)3%<)-/G�.13D8�0�A�(;-/0%:KE=(+<�0%<�8%(+<�4
0�.139:+(+L�3%M�(+*�39.13�N�G�8�3�N�#�$'&)G�*�O�-/&)39A�.13�N�02-/(;B6<�*�-/.10�-/3�4�57B6E'-/&)37(+<)8�G6?9J�3%<)-I*�-/0�<)N�*�(+<P-/.10�N�(;-=(;B6<PB6EI-/&)3
:;BK<)49A�G�.1*�3,*�-@B6.15DQ1$'3%:;*F3�.	R2S�T�T�U2V�-/&)3,J)3�-@-/3�.�0�8�8�3�*�*I-@B9E=(+<�0%<)8%(+0%:K.13�*�B6G�.18�3�*&)0�*0D*�-/.10�-/3�4�(;8D3%E=E=3�8�-�B6<
-/&)3D8�B6?�A�3�-=(;-/(+>�3DA�B6*�(;-=(;B6<9B6E�J)B6-/&9E=(;.�?9*�OC0%<)N�0%:+:;B6M�*	-/&)39(;<�8�G6?9J�3%<)-�-@BPN�32-/3�.'3�<)-/.159B6.'-@B�N�.1(+>)3�&�(+*
8�B6?�A�3�-=(;-/B6.CB6G)-6B6EC-/&)3D?�0�.1L�3�-�#
W 3%E=(+<6(+<�4XMD3%:+E=0�.13�0�*Y-/&)3Z*�G6?[BKE�8�B6<)*�G6?93�.1*)\�0�<)N]A�.1B6N�G�8�3�.1*%\�*�G�.1A6:;G6*�O9MD3Z*�3�3Z-/&)0�-7MD3�:+E=0�.13
(+<�8�.13�0%*�3�*(+E�-/&)3D5%B6G�<)47E=(+.�?^3%<)-/3�.1*'-/&)3D?�0�.1L�3�-�#�_YB6.132B6>)3�.1OK(+E�-/&)3�(+<)8�G6?9J�3%<)-�0%:;*�BP(+<�>)3�*�-/*	(+<9`	a W
0�8�-/(+>�(;-=(+3�*D0%<)N�-/&)3�5%B6G�<)4YE=(+.�?b*�-/(+:@:�3%<)-/3�.1*D-/&)37?�0�.1L�3�-/O'A�.=B6N�G�82-/(;B6<�8�B6*�-/*�0�<)NYA�.=B6N�G�82-IA�.1(;8�3%*�0�.13
3�c)A�3%8�-/3�N�-@BZJ)3Y:;B6MD3�.90�<)N�MD3%:+E=0�.13�O	-/&)G�*�O,(+<)8�.13�0%*�3%*%#'d1<�8�B6<)-@.10�*�-@O,(+E�-/&)3�(+<�8�G6?9J�3%<)-�(+<�>)3%*�-/*P(+<
A�.13�N�0�-@B6.15D0�8�-/(+>�(;-=(+3%*I0�<)N9*�G�8%8�3�*F*FE/G6:@:@5�N�3%E=3%<)N�*I&�(+*?9B6<)B6A�B6:+5�A�B6*F(;-=(;B6<)O6MD3%:+E=0�.13,M�(+:@:�N�3%8%:+(+<�36#

5 Conclusion

e 3�&)0%>)3DA�.13�*�3%<)-/3�N70DN�5)<�0%?9(+8D0�4�3%<�8%59?�B6N�3%:KB6E�>)3�<)-/G�.13D8�0�A6(;-/0%:CE=(+<�0%<�8%(+<�4�OCMD&)3�.13�095%B6G�<)4PE=(+.�?
0�-@-/3�?�A�-/*�-@Bf3�<)-/3�.�0g?�0�.1L�3�-9M�(;-/&Z0�<X(+<�<)BK>)0�-=(+>)3�A�.1B6N�G�82-�#d1<ZB6G�.�?�B6N�3%:;O�MD3�&)0%>)3�3%c)A6:@(+8%(;-=:@5
E/B6.�?�0%:@(+h%3�NP-/&)39?90�.1L�3�-'3�<)-/.15�B6EI-/&)3�5%B6G�<)4YE=(;.�?b0%<)N�-/&)37*�G6J)*�3�i�G�3%<)-IA�.1(;8%378�B6?�A�3�-=(;-=(;B6<PM�(;-/&P0%<
(+<�8�G6?9J�3%<)-�#Id1<Z82B6<)-/.10�*�-�-@BZ-/&)3�3�c�(+*�-=(+<)4X:+(;-=3�.10�-/G�.13�O,MD3�&)0�>)3�-/&)G�*�3%<)N�B64�3�<�(+h�3�Nf-/&)3�*�-/B68�&)0�*�-/(;8
.13�-/G).1<)*DE/.1B6?j-/&)37>)3%<)-/G�.139A�.=B�k=3�8�-�#�l578�B6<)-/.=B6:+:@(+<�4�E/B6.(+<)N�G6*�-/.1578%&)0�.10�8�-/3�.�(;*�-=(;8%*,0�*,MD3%:+:�0�*DE/B6.-/&)3
*F(+h�3�B6E�(+<�<)B6>)0�-=(;B6<)O�MD3�&)0%>)3�*F&)B6MD<f-/&)0�-73�c)A�3�8�-/3�NXA�.1B6E=(;-/*YE/.1BK?m-/&)3�A�.=B�k=3%8�-70�.13Z&)(;46&�3�.�-/&)3
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*�-/.=B6<)4�3�.,-/&)3P8�B6<)*�G6?93�.2\;*9A�.13%E=3�.13�<�8�3�*90%<)Ng-/&)3P&�(+46&)3�.D-/&)3PA�B�-/3�<)-/(;0%:'8�B6*�- � 0�N�>)0%<)-/0�4�3�B6E	-/&)3�<)3�M
product.

d1<�-/&)398�0�*�37MD&�3�.137-/&)37(+<�<)B6>)0�-=(;B6<PA�.1B�k=3%8�-I(;*�E=(+<�0%<�8�3�N�>�(+0�*F&)B6.=- � -@32.1? 8�B6<)-/.10�8�-/*�O�MD37N�3�.1(+>)3�N�-/&)3
E/BK:+:;BKM�(+<)4�&�(+3�.10�.18%&�57BKEIE=(+<�0%<)8%(+0%:�8�B6<)-/.10�8�-/(+<)4�V6Q1(;U � 3�<)-/G�.1378�0�A6(;-/0%:�E=(+<�0%<�8%(+<�4Y(;*D3�0%*F(+3�*�-I-@BPB6J)-/0�(+<
E/B6.'-/&)3D?�0�.1L�3�-�3�c)A�0%<)*F(;BK<9*�-/0�4�3�OKJ)3�8�0�G6*�3�-/&)3�<7-/&)3�A�.1B�k=3�8�-�&)0�*	0%:+.13�0�N659A�.1B6>)3%<7-/B�J)3�4�B�B6NC#%Q1(+(+UId1-
(+*�?�B6.13�N6(+E=E1(+8�G6:;-,-@B�B6J)-/0�(+<g>�3%<)-/G�.13Y8�0�A�(;-/0%:	E/B6.�-/&)3gE=(;.1*�- � A�3�.�(;B6N�?�0�.1L�3�-D3�<)-/.15g*�-/0�4�3�O	*F(+<)8�3Y-/&)3
A�.1B�k=3�8�-�\;*Ii�G�0%:+(;-=59(+*5)3�-CG�<)L�<)B6MD<C#�Q�(+(@(;U�d1-C(;*?�B6*�-CN�(+E=E1(+8%G6:;-C-@B�B6J)-/0�(+<7>)3%<)-/G�.13D8�0�A�(;-/0%:KE=(+<�0%<�8%(+<�4�E/B6.
09*�3�8�B6<)NP0�-@-/3�?�A�-�B6EI?90�.1L�3�-'3�<)-/.15%O�0�E/-/3�.09<)3�4�0�-/(+>�39*�(+46<�0%:CQ�(=# 36# O�h�3�.1BPA�.=B6E=(;-/*D(+<�-/&)37E=(;.�*�-IA�3�.1(;B6N�U
&)0%*J)3%3%<9B6J)-/0�(+<)3�N�#%$'&)3�*F3D-/&)3�B6.132-/(;8�0%:KE1(+<�N6(+<�4�**�-/0�<)N�(+<90%8�8�B6.1N�0�<)8�3�M�(;-/&7-/&)3�3%?9A6(;.�(+8�0%:C3%>�(+N�3%<)8�3
-/&)0�-K-/&)3�?�0�k=B6.�(;-=59BKE�>)3%<)-/G�.13�8�0�A6(;-/0%:C(+*,(+<�>)3%*�-/3�N�(+<)-/B�3�c)A�0%<)*F(;BK<7*�-/0�4�3�A�.=B�k13�8�-/*	0�<)N�<)B6-�(+<)-@BP*�3�3�N
0�<)NX*�-/0�.1- � G�AXE=(+<�0%<)8%(+<�4X-/&)0�-702.13�0�*�*�B68�(+0�-/3�NXMD(;-/&f&�(+46&)3�.P.�(+*�L�#��D<)N�3�.�*F&)B6.=- � -@32.1?[8�B6<)-/.10�8�-/(+<)4�O
G�<)*�G68�8�3�*F*FE=G6:�A�.1B�k13�8�-/*90�.13PA�.13�*�G�?90%J�:+5Y*�-/B6A�A�3�Ng0�E/-/3�.,-/&)3PE=(+.1*�-	A�3�.1(;B6N�#��D<Y-/&)3PB�-/&)3�.D&)0�<)N�O(;-	(+*
i�G6(;-/3D:+(+L�3%:@59-/&)0�-�4)B�B6N�O65%3�-�G�<)*�G�8%8�3�*F*FE/G6:KA�.1B�k=3%8�-/*0�.13DN�3�<�(;3�N�E/BK:+:;B6M � G�A�E=(+<�0%<)8%(+<�4�E/B6.�-/&)3�*�3�8�B6<)N
A�3�.�(;B6N�#�$'&�(+*P(;*�N�G�3Y-@B�-/&)3Y(+?9A63�.�E/3�8�-D(+<�E/B6.�?90�-=(;B6<�0�J)B6G�-D-/&)3gA�.1B�k=3�8�-�\;*Pi�G�0%:+(;-=5�0%<)NZ-/&)3�?�B6.10%:
&)0�h%0�.1N9A�.=B6J�:;3%? J)3�-/MD3�3�<�-/&)3DE=(+.�?]0%<)N9-/&)3,>)3%<)-/G�.13,8�0�A6(;-/0%:�8�B6?�A60%<�5K#%d1-�(+?�A6:@(+3%*-/&)0�-�0,E/.10�8�-=(;B6<9B6E
4�B�B6N (+<�<)B6>�0�-/(;B6< A�.1B�k13�8�-/* M�(+:+:XJ)3 *�-/B6A�A�3�NmA).13�?�0�-/G�.13%:+5 M�&�(+8%&)O](+< -/G�.1<)OX(+<)8�.13�0�*�3%*b-/&)3
(+<�8�G6?9J�3%<)-�\;*8%&)0%<)8�3%*B6E�.13%?�0%(+<6(+<�470�?�B6<)B6A�B6:+(+*�-�#%$'&)3�.13%E/B6.13�O6B6G�.'?�B6N�3%:K3%c)A6:+0%(+<�*,&)B6M^E=(+<�0%<�8%(+0%:
?90�.1L�3�-C.13�*�-/.1(;8�-=(;B6<)*I.13%(+<�E/B6.18�3,8�B6<)8�3%<)-/.10�-/(;B6<�-/3�<)N�3%<)8�(+3%*(+<�8%3�.1-/0�(+<9(+<�N�G�*�-/.1(+3�*%#
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